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基于连续三角余模方幂的模糊蕴涵
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摘要 近似推理在模糊控制、图像处理和数据挖掘等诸多领域中占有重要的地位,推理过程中往往要求推理

规则的前件和后件加以相同语言修饰词时,规则的真值保持不变,这就要求反映推理过程的算子-模糊蕴涵

具有幂不变性。T-幂蕴涵作为满足该性质的一类重要蕴涵,通过推广Zadeh的语言幂修饰词放松后件的方

法得到。受此方法启发,通过推广Zadeh的语言幂修饰词放松前件的方法,提出一类基于连续三角余模方

幂的模糊蕴涵,即S-幂蕴涵。对S-幂蕴涵的性质,刻画以及它与常见模糊蕴涵类关系的研究表明:S-幂蕴涵

是一类新的模糊蕴涵,且其中大多数成员都满足关于连续三角余模的幂不变性。此外,对S-幂蕴涵推理机

制中的广义假言三段论(GHS)进行的研究,将进一步为模糊控制、图像处理和数据挖掘等应用研究提供理

论基础。
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Abstract Approximate
 

reasoning
 

plays
 

a
 

crucial
 

role
 

in
 

many
 

fields
 

such
 

as
 

fuzzy
 

control,
 

image
 

process-
ing,

 

and
 

data
 

mining.
 

In
 

the
 

reasoning
 

process,
 

it
 

is
 

often
 

required
 

that
 

when
 

the
 

same
 

linguistic
 

modifiers
 

are
 

added
 

to
 

the
 

antecedent
 

and
 

consequent
 

of
 

a
 

reasoning
 

rule,
 

the
 

truth
 

value
 

of
 

the
 

rule
 

remains
 

un-
changed.

 

This
 

requires
 

that
 

the
 

operator
 

reflecting
 

the
 

reasoning
 

process,
 

namely,
 

fuzzy
 

implication,
 

has
 

power
 

invariance.
 

T-power
 

based
 

implication,
 

as
 

an
 

important
 

class
 

of
 

fuzzy
 

implications
 

satisfying
 

this
 

property,
 

is
 

obtained
 

by
 

generalizing
 

Zadeh’s
 

linguistic
 

powering
 

modifiers
 

to
 

relax
 

the
 

consequent.
 

In-
spired

 

by
 

this
 

method,
 

by
 

generalizing
 

Zadeh’s
 

linguistic
 

powering
 

modifiers
 

to
 

relax
 

the
 

antecedent,
 

a
 

class
 

of
 

fuzzy
 

implications
 

based
 

on
 

the
 

powers
 

of
 

continuous
 

t-conorms,
 

namely,
 

S-power
 

based
 

implica-
tion,

 

is
 

proposed.
 

The
 

research
 

about
 

the
 

properties
 

and
 

characterization
 

of
 

S-power
 

based
 

implication
 

as
 

well
 

as
 

its
 

relationship
 

with
 

common
 

classes
 

of
 

fuzzy
 

implications,
 

shows
 

that
 

S-power
 

based
 

implication
 

is
 

a
 

new
 

class
 

of
 

fuzzy
 

implications,
 

and
 

most
 

of
 

its
 

members
 

satisfy
 

power
 

invariance
 

with
 

respect
 

to
 

contin-
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uous
 

t-conorms.
 

In
 

addition,
 

the
 

research
 

on
 

the
 

generalized
 

hypothetical
 

syllogism
 

(GHS)
 

in
 

the
 

reason-
ing

 

mechanism
 

of
 

S-power
 

implication,
 

will
 

further
 

provide
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

the
 

research
 

on
 

applica-
tions

 

such
 

as
 

fuzzy
 

control,
 

image
 

processing,
 

and
 

data
 

mining.
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0 引言

模糊控制是以模糊集合论、模糊语言变量和模糊逻辑推理为基础的一种计算机数字控制技术。模糊控

制在新能源汽车[1]、工业机器人[2]和3D打印[3]等领域具有广泛应用。而模糊蕴涵作为模糊控制中一类重

要的算子,也广泛应用于图像处理[4-5]、数据挖掘[6]等领域。在实际应用过程中,在面对不同的应用场景时通

常需要采用不同的模糊蕴涵算子,由此提出了许多构造模糊蕴涵算子的方法[7-15]。
最近,Massanet[16-17]等人受到Zadeh的语言幂修饰词概念的启发,通过放松推理规则的后件,提出了一

类新的模糊蕴涵,即T-幂蕴涵IT 。这个模糊蕴涵家族的大多数成员在近似推理中满足一个重要性质:关于

连续三角模的幂不变性。尽管模糊数学通常不需要这个性质,但它与近似推理的一个方面密切相关,即当模

糊条件的前件和后件都使用相同的量词修饰时,模糊条件的真值保持不变。由于这个特殊性质的存在,学者

们一方面致力于将关于连续三角模的幂不变性推广到更一般的模糊蕴涵和二元函数[18-20]。另一方面,继续

研究T-幂蕴涵其他的代数性质[21-24]。
基于上述结果,可以提出一个有意义的问题:能否基于连续三角余模方幂去构造新的模糊蕴涵,使其满

足关于连续三角余模的幂不变性?
本文将通过运用Zadeh的语言幂修饰符放松前件,构造一类新的模糊蕴涵,即S-幂蕴涵IS ,分析其基

本性质以及与T-幂蕴涵族和其它几类常见模糊蕴涵族的关系。值得一提的是,构造的新模糊蕴涵族中的大

多数成员满足关于连续三角余模的幂不变性,这也同样能够解释当模糊规则的前件和后件被同一语言修饰

语修饰时,模糊规则的真值不变这一性质。此外,研究S-幂蕴涵的广义假言三段论(GHS规则),也为该类

蕴涵在模糊控制、图像处理和数据挖掘等领域的应用提供理论基础。

1 预备知识

我们假设读者已经熟悉三角模、三角余模,尤其是连续三角余模的基本理论。在本节中,将回顾一些关

于模糊蕴涵和连续三角余模方幂的必要概念和结论。对于更多细节,读者可以参考文献[7,25]。

1.1 模糊蕴涵

定义1[7] 称二元函数I:[0,1]2→[0,1]是模糊蕴涵,如果I关于第一变元递减,关于第二变元递增,
且I(0,0)=I(1,1)=1,I1,0  =0。

所有模糊蕴涵的集合我们记为FI。

定义2[7] 设I∈FI,
 

T 是三角模,N 是模糊否定,称I满足:
(1)

 

左单位元性质(NP),若对于任意y∈[0,1],有I(1,y)=y;
(2)

 

置换性质(EP),若对于任意x,y,z∈[0,1],有I(x,I(y,z))=I(y,I(x,z));
(3)

 

恒同性质(IP),若对于任意x∈[0,1],有I(x,x)=1;
(4)

 

序性质
 

(OP),若对于任意x,y∈[0,1],有I(x,y)=1⇔x≤y;
(5)

 

输入法则
 

(LIT),若对于任意x,y,z∈[0,1],有I(T(x,y),z)=I(x,I(y,z))。
定义3[7] 设I∈FI,对于任意的x∈[0,1],NI(x)=I(x,0)被称为是关于I的自然否定。

定义4[16] 设T 是一个连续三角模,I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。如果对于所有的x,y∈[0,

1],
 

满足I(x,y)=sup{r∈[0,1]∣y(r)
T ≥x},则称I是T-幂蕴涵,记为IT 。

命题1[16] 设T 是连续三角模,IT 是由T生成的T-幂蕴涵(这里规定任意的a∈[0,+�),a
+�

=0)。
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(1)
 

若T=TM ,则I
TM(x,y)=IRS(x,y)=

1,x≤y,
0,x>y。 

(2)
 

若T 是有加法生成子t的阿基米德三角模,则IT(x,y)=
1,x≤y,
t(x)
t(y)

,x>y。 
(3)

 

若T=
 

(<aj,bj,Tj>)j∈J 是连续的序和三角模,其中对于任意j∈J,Tj 是由加法生成子tj 生成

的连续阿基米德三角模,则

IT(x,y)=

1,x≤y,

tj(
x-aj

bj-aj
)

tj(
y-aj

bj-aj
)
,x,y∈[aj,bj]且x>y,

0,其他。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

备注1 在文献[16]中,有一个被广泛使用的结论:如果x 是连续三角模T 的幂等元,则对于任意的

r>0,
 

有x(r)
T =x。然而,该文献中,关于x

(1n)
T 定义为x

(1n)
T =sup{z∈[0,1]∣z(n)

T ≤x}会造成这个结论

错误。例如,若T=TLK=max{x+y-1,0}且n=2,
 

则0
(12)
T =sup{z∈[0,1]∣z(2)

T ≤0}=sup[0,
1
2
]=12≠0

。

因此,为了保证T-幂蕴涵的相关性质成立,我们只需要将x
(1n)
T 的定义修改为x

(1n)
T =sup{z∈[0,1]∣z(n)

T <x}。
命题2[18] 设I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。则I是由严格阿基米德三角模生成的T-幂蕴涵当

且仅当I满足(OP)并且存在k∈(0,1)使得下述性质成立:(1)
 

对于任意的x>y>z>0且z<k,有
I(x,y)·I(y,z)=I(x,z);(2)

 

对于任意的z∈(0,k),我们定义φz(x)=I(x,z),它是(z,1]到[0,1]
上的一个连续严格递减的一元函数;(3)

 

对于任意的x∈(0,1],I(x,0)=0;(4)
 

对于任意的y∈[0,1),
I(1,y)=0;(5)

 

I(x,0)=
 

lim
y→0

I(x,y)。

备注2 在文献[18]中,k的取值范围为(0,1],接下来我们将说明k≠1。在命题2中,k的作用主要

是在证明充分性过程中用于构造加法生成子t。具体来说,文献[18]首先借助k构造(z,1]到[0,+�)的

函数tz(k)=φz(x)
φz(k)

,从这里可以看出k≠1。一方面,如果k=1,则由命题2(1)和(4)可知,φz(k)=0;另

一方面,后续的证明中,文献[18]得到了tz(1)=0且tz(k)=1的结论,如果k=1,则tz(k)=tz(1)=0≠1。
因此应将k的范围改为 (0,1)。由此得到的tz 是一个连续严格递减的函数且tz(1)=0。然后考虑族

tz  0<z<k 中任意的z≤z',总是会得到对于所有的x>z',有tz(x)=tz'(x)。由于z的任意性,当z和

z' 趋近于0时,可以得连续严格递减的函数t:(0,1]→[0,�)。借助命题2(5)可以证明t是严格阿基米德

三角模T的加法生成子,且I=IT 。

1.2 连续三角余模的方幂

在没有具体说明的情况下,将假设本文中提到的所有三角余模S 都是连续的。在之前的文章中,研究

人员主要关注于三角模的方幂[25-26]。然而,由于三角模和三角余模的对偶性和相似性,三角余模的方幂可

以用类似的方式定义。
定义5[25] 设S:[0,1]2→[0,1]是一个三角余模,由于S满足结合律,因此,可以通过归纳法将S扩展

成n元运算,即对于任意一个n元组(x1,x2,…,xn)∈[0,1]n ,定义

S(x1,x2,…,xn)=S(S(x1,x2,…,xn-1),xn)。
特别地,当x1=x2=…=xn=x时,简记为x(n)

S =S(x,x,…,x)。对于任意的x∈[0,1],规定

x(0)
S =0且x(1)

S =x。

定义6[25] 设S是一个连续三角余模且n∈N,则x
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}被称为x关于连

续三角余模S的n次根。
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引理1[25] 设S 是一个连续三角余模,则对于任意的k,m,n∈N且k,n≠0,有x
(kmkn)
S =x

(mn)
S =

 

x
(1n)
S  (m)S 。

定义7[25] 设S是一个连续三角余模且r∈R+ 是一个正实数,an  n∈N 是一个有理数数列且lim
n→�

an=r,

对于任意的x∈[0,1],x(r)
S 定义为x(r)

S =
 

lim
n→�

x
(an)
S 。

引理2 设S是一个连续三角余模。如果x 是S的一个幂等元,则对于任意的r>0,
 

x(r)
S =x。

证 假设x 是S的一个幂等元。首先,证明对于任意的n∈N+ ,x
(1n)
S =x,分以下三种情况讨论:

(1)
 

如果S=SM ,则任意的x∈[0,1]都是S的幂等元且x(n)
S =x。因此,

x
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}=inf{z∈[0,1]∣z>x}=inf(x,1]=x。
(2)

 

如果S是一个连续阿基米德三角余模,则只有0和1是S的幂等元。因此,

0
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >0}=inf(0,1]=0,

1
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >1}=inf∅=1。
(3)

 

如果S是一个非平凡序和的形式,即S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J ,其中Sj(j∈J)为连续阿基米德三角

余模,则我们分为以下两种情况进行讨论:

1)
 

如果任意的j∈J,x∉[aj,bj],则x 是S的幂等元。因此,

x
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}=inf(x,1]=x。
2)

 

如果存在某个j∈J,使得x∈[aj,bj],则只有aj 和bj 是S的幂等元。因此,

(aj)
(1n)
s =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >aj}=inf(aj,1]=aj,

(bj)
(1n)
s =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >bj}=inf(bj,1]=bj。

综上所述,如果x 是S的幂等元,则对于任意的n∈N+ ,x
(1n)
S =x。进一步地,如果r是一个正有理

数,则存在m,n∈N+ 使得r=m
n
。因此,x(r)

S =x
(mn)
S =

 

x
(1n)
S  (m)S =x(m)

S =x。

如果r是一个无理数,则存在一个有理数数列{rn}⊂[0,1],使得lim
n→�

rn=r。因此,我们得到

x(r)
S =

 

lim
n→�

x
(rn)
S =

 

lim
n→�

x=x。

综上所述,结论成立。
命题3[27] 设S是一个具有加法生成子g的连续阿基米德三角余模。则对于任意的x∈[0,1]和r≥0,

我们有x(r)
S =g-1(min{rg(x),g(1)})。

命题4 设S是一个连续三角余模,r≥0是一个固定的实数,则对于任意的x,y∈[0,1]且x≤y,
我们有x(r)

S ≤y(r)
S 。

证 设x,y∈[0,1]且x≤y,如果r=0,则x(0)
S =0=y(0)

S 。如果r是一个正有理数,则存在m,n∈N+

使得r=m
n
。设z∈[0,1]且z(n)

S >y,则z(n)
S >x。因此,我们有

{z∈[0,1]∣z(n)
S >y}⊆{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}。

进一步地,我们得到x
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}≤inf{z∈[0,1]∣z(n)
S >y}=y

(1n)
S 。因此,

x(r)
S =x

(mn)
S =

 

x
(1n)
S  (m)S ≤y

(1n)
S  (m)S =y

(mn)
S =y(r)

S 。
如果r是正无理数,则存在一个有理数数列{rn}⊂[0,1],使得lim

n→�
rn=r。从定义7,可以得到

x(r)
S =

 

lim
n→�

x
(rn)
S ≤lim

n→�
y
(rn)
S =y(r)

S 。

命题5 设S是一个连续三角余模且具有非平凡序和的形式,即S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 。则对于任意的
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x∈[aj,bj]且r>0,有

x(r)
S =aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(r)

Sj

。

证 首先考虑r是一个正有理数,则存在m,n∈N+ 使得r=m
n
。对于x∈[aj,bj]且m ∈N+ ,有

x(m)
S =aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(m)

Sj

。

对于任意的x∈[aj,bj]且n∈N+ ,因为aj=
 

(aj)
(1n)
S ≤x

(1n)
S ≤(bj)

(1n)
S =bj,所以,由定义6得到

x
(1n)
S =inf{z∈[0,1]∣z(n)

S >x}=inf{z∈[aj,bj]∣z(n)
S >x}

=inf{z∈[aj,bj]∣aj+(bj-aj)
z-aj

bj-aj  
(n)

Sj
>x}=inf{z∈[aj,bj]∣

z-aj

bj-aj  
(n)

Sj
>

x-aj

bj-aj
}

=aj+(bj-aj)·inf{
z-aj

bj-aj
∈[0,1]∣

z-aj

bj-aj  
(n)

Sj
>

x-aj

bj-aj
}=aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(1n)

Sj

。

因此,当r是一个有理数时,有

x(r)
S =x

(mn)
S =aj+(bj-aj)

x
(1n)
S -aj

bj-aj  
(m)

Sj
=aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(1n)

Sj
  

(m)

Sj

=aj+(bj-aj)
x-aj

bj-aj  
(mn)

Sj
=aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(r)

Sj

。

最后,当r为无理数时,则存在一个有理数数列{an}⊂[0,1]使得lim
n→�

an=r。因此,

x(r)
S =

 

lim
n→�

x
(an)
S =

 

lim
n→�

aj+(bj-aj)
x-aj

bj-aj  
(an)

Sj
=aj+(bj-aj)

x-aj

bj-aj  
(r)

Sj

。

2 S-幂蕴涵的定义及例子

定义8 设S是一个连续三角余模,I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。如果对于所有的x,y∈[0,1],
 

满足
 

IS(x,y)=sup{r∈[0,1]∣x(r)
S ≤y},则称I是S-幂蕴涵,记为IS 。

备注3 因为对于任意的三角余模S和x∈[0,1],x(0)
S =0,因此集合{r∈[0,1]∣x(r)

S ≤y}不是

空集。
命题6 设S是一个连续三角余模,则IS ∈FI。
证

 

首先证明关于第一变量递减。设x1,x2,y∈[0,1]且x1≤x2,则由命题4,得
{r∈[0,1]∣(x1)(r)S ≤y}⊃{r∈[0,1]∣(x2)(r)S ≤y}。

因此,IS(x1,y)=sup{r∈[0,1]∣(x1)(r)S ≤y}≥sup{r∈[0,1]∣(x2)(r)S ≤y}=IS(x2,y)。即

IS 关于第一变量递减。同理可以得到IS 关于第二变量递增。此外,

I(0,0)=sup{r∈[0,1]∣0(r)S ≤0}=sup[0,1]=1,

I(1,1)=sup{r∈[0,1]∣1(r)S ≤1}=sup[0,1]=1,

I(1,0)=sup{r∈[0,1]∣1(r)S ≤0}=sup{0}=0。

综上所述,IS ∈FI。

命题7 设S是连续三角余模,IS 是由S生成的S-幂蕴涵(这里规定任意的a∈[0,+�),a
+�

=0)。

(1)
 

若S=SM ,则

I
SM(x,y)=IRS(x,y)=

1,x≤y,
0,x>y。 
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(2)
 

若S是有加法生成子g的阿基米德三角余模,则

IS(x,y)=
1,x≤y,

g(y)
g(x)

,x>y。 
(3)

 

若S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 是连续的序和三角余模,其中对于任意j∈J,Sj是由加法生成子gj生成

的阿基米德三角余模,则

IS(x,y)=

1,x≤y,

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
,x,y∈[aj,bj]且x>y,

0,其他。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

证 通过定义8,可以得到IS(x,y)=1⇔sup{r∈[0,1]∣x(r)
S ≤y}=1⇔x(1)

S =x≤y。因此,只需

考虑x>y的情况。
(1)

 

如果S=SM 且x>y,则对于任意的r>0,有x(r)
S =x>y。因此,

IS(x,y)=sup{r∈[0,1]∣x(r)
S ≤y}=sup{0}=0。

(2)
 

如果S是有加法生成子g的阿基米德三角余模,则由命题3,可以得到

IS(x,y)=sup{r∈[0,1]∣x(r)
S ≤y}=sup{r∈[0,1]∣g-1(min{rg(x),g(1)})≤y}

=sup{r∈[0,1]∣g-1(rg(x))≤y}=sup{r∈[0,1]∣r≤g(y)
g(x)

}=g(y)
g(x)

。

(3)
 

如果S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 是连续的序和三角余模,则可以分以下两种情况进行讨论:

1)
 

如果存在某个S的幂等元a,使得x>a>y,则由引理2,得到对于任意的r>0,有x(r)
S ≥a(r)

S =
a>y。因此,IS(x,y)=sup{r∈[0,1]∣x(r)

S ≤y}=sup{0}=0。
2)

 

如果存在某个j∈J,使得x,y∈[aj,bj]且x>y,则根据命题5和(2),有

IS(x,y)=sup{r∈[0,1]∣x(r)
S ≤y}=sup{r∈[0,1]∣aj+(bj-aj)(

(x-aj)
bj-aj

)(r)Sj ≤y

=supr∈[0,1]∣(
x-aj

bj-ai
)(r)Sj ≤

y-aj

bj-aj  =
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
。

以下给出了S-幂蕴涵在阿基米德和序和情形下的结构图,
 

其中fj(x,y)=
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
(见图1)。

注:(a)
 

S是连续阿基米德三角余模的S-幂蕰涵;(b)
 

S是连续序和三角余模时的S-幂蕰涵。

图1 连续三角余模时的S-幂蕰图

Fig.
 

1 S-power
 

based
 

implications
 

generated
 

by
 

continuous
 

t-conorms

例1 以下给出连续阿基米德三角余模SP和SLK以及S=(<0,0.5,SP>,<0.5,1,SLK>)生成的S-幂蕴
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涵的表达式。
(1)

 

若S=SP=x+y-xy,它的加法生成子为g(x)=-log(1-x),则

I
SP(x,y)=

1,x≤y,

log(1-y)
log(1-x)

,x>y。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(2)
 

若S=SLK=min(x+y,1),它的加法生成子为g(x)=x,则

I
SLK(x,y)=

1,x≤y
y
x
,x>y

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =IGG(x,y)。

(3)
 

若S=(<0,12
,SLK>,<

1
2
,1,SP>),则

IS(x,y)=

1,x≤y,

y
x
,x,y∈[0,12

]且x>y,

log(2-2y)
log(2-2x)

,x,y∈[12
,1]且x>y,

0,其他。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

备注4 设S是连续三角余模,IS 是由S生成的S-幂蕴涵。
(1)

 

设T 是一个具有加法生成子t的连续阿基米德三角模,由于g(x)=t(1-x)(见文献[25]的Fig.
3.15),因此可以使用t去表示S-幂蕴涵。

(2)
 

很明显,IS 满足(OP)和(IP)。同时,该结构与T-幂蕴涵的结构相似,但在性质和与其他蕴涵的关

系等方面仍存在一些差异,这将在下一节中进行分析。

3 S-幂蕴涵的性质、与其他模糊蕴涵的关系以及刻画

3.1 S-幂蕴涵的一般性质

命题8 设S是一个连续三角余模且IS 是其S-幂蕴涵,则下述结论成立:
(1)

 

IS 满足(OP)和(IP)。

(2)
 

IS 的自然否定为Gödel否定,即NIS
(x)=ND1(x)=

1,x=0,

0,x>0。 
(3)

 

IS 满足(NP)当且仅当S=SLK,即IS 是Goguen蕴涵IGG(x,y)=
1,x≤y,

y
x
,x>y。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

证 由命题7知,(1)和(2)显然成立,只需证明(3)。
假设IS 满足(NP),则从命题7中知,S是一个具有加法生成子g的幂零三角余模,否则存在y∈(0,1)

使得IS(1,y)=0。为了方便起见,不妨取g为标准加法生成子,即g(1)=1。因此,对于任意的y∈[0,1),

我们有y=IS(1,y)=g(y)
g(1)=g(y)。根据例1(2)知,IS 是Goguen蕴涵IGG。

反之,由例1(2)知,(NP)显然成立。
备注5 由文献[16]的命题8和命题13知,T-幂蕴涵不满足(NP),(EP)和(LIT)。然而,当S=SLK

时,IS =IGG是一个由乘积三角模生成的R-蕴涵,IGG满足(NP)和(EP)且IGG满足(LIT)当且仅当T 为乘

积三角模(见文献[7]命题7.3.5)。因此,有下面关于S-幂蕴涵(EP)和(LIT)的命题。
命题9 设S是一个连续三角余模且IS 是其S-幂蕴涵。则以下条件成立:(1)

 

IS 满足(EP)当且仅当S
=SLK。(2)

 

IS 满足(LIT)当且仅当S=SLK 且T=TP。
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证 当S=SLK 时,其S-幂蕴涵是IGG。结合注5,只需证(1)和(2)的必要性。
(1)

 

假设IS 满足(EP),又因为IS 满足(OP),则由文献[7]的引理1.3.4
 

可知,当模糊蕴涵满足性质

(EP)和(OP)时,一定满足(NP),于是IS 满足(NP)。由命题8(3)知S=SLK。
(2)

 

假设IS 满足(LIT),由T的交换性可得IS 满足(EP)。则由以上的(1)和备注5知S=SLK且T=TP。

3.2 S-幂蕴涵与其他模糊蕴涵的关系

众所周知,大多数常见的模糊蕴涵类,如R-蕴涵、(S,N)-蕴涵、QL蕴涵、Yager蕴涵和k-蕴涵,都满足

(NP),IS 满足(NP)当且仅当IS 是Goguen蕴涵IGG。因此,根据IGG 与其他常见模糊蕴涵族的关系,可以

得出以下命题。
命题10 设S是一个连续三角余模且IS 是其S-幂蕴涵,则接下来条件成立:
(1)

 

IS 是
 

R-蕴涵或g-蕴涵或k-蕴涵当且仅当IS =IGG。
(2)

 

IS 既不是(S,N)-蕴涵,也不是QL蕴涵和f-蕴涵。
在下文中,将重点讨论S-幂蕴涵和T-幂蕴涵之间的关系。它们的交集不是空集,因为IRS既是T-幂蕴

涵,也是S-幂蕴涵。首先,考虑三角余模S是连续阿基米德三角余模的情况。
命题11 设IS 是由幂零三角余模S生成的S-幂蕴涵,则IS 不是一个T-幂蕴涵。
证

 

设S是一个具有加法生成子g的幂零三角余模,IS 是其生成的S-幂蕴涵。任取固定x∈(0,1),则

从命题7(2)中,得到对于任意的y∈[0,x],IS
x(y)=IS(x,y)=g(y)

g(x)
在区间[0,x]上严格递增。因此,

如果IS 是一个T-幂蕴涵,即对于任意的x,y∈[0,1],IS(x,y)=IT(x,y),则由命题1知,三角模T一定

是一个连续阿基米德三角模。假设t是三角模T 的一个加法生成子,则对于任意的y∈(0,1),IS(1,y)=
g(y)
g(1)>0=t(1)

t(y)=I
T(1,y),矛盾。因此,IS 不是一个T-幂蕴涵。

命题12 设S是由加法生成子g生成的严格三角余模,IS 是其S-幂蕴涵。则存在一个由加法生成子t

生成的严格三角模T,这里t对于任意的常数k>0满足t=k
g
,使得IT =IS (规定1

0=�且1
�
=0)。

证 因为S-幂蕴涵和T-幂蕴涵都满足(OP),所以我们只需要考虑x>y的情况。考虑S是一个具有

加法生成子g的连续三角余模。设t=k
g
,这里k>0,则存在一个以t为加法生成子的严格三角模T。对

于任意的x>y,我们有IT x,y  =t
(x)

t(y)=

k
g(x)
k

g(y)
=g(y)
g(x)=I

S x,y  。

根据命题7(2)和(3),命题11和命题12,可得如下结论。
命题13 设S是一个非平凡序和形式的三角余模,即S=

 

(<aj,bj,Sj>)j∈J ,IS 是其S-幂蕴涵。如果

IS 是一个T-幂蕴涵,则对于任意的j∈J,Sj 是一个严格三角余模。

备注6 用以下符号表示各类蕴涵:(1)
 

IS:
 

S-幂蕴涵族;(2)
 

IT:
 

T-幂蕴涵族;(3)
 

I
SP:

 

所有由严格三

角余模生成的S-幂蕴涵族;(4)
 

I
SLK:所有由幂零三角余模生成的S-幂蕴涵族;(5)

 

I
TP:

 

所有由严格三角

模生成的T-幂蕴涵族;(6)
 

I
SCP:所有由序和三角余模生成的S-幂蕴涵族且这里的每个序和加数都是严

格三角余模。
总结命题11~13,可得如下结论:(1)I

SLK ⊆IS\IT ;(2)I
SP=I

TP ;(3)IS ∩IT=I
SCP ∪{IRS}。

3.3 S-幂蕴涵的刻画

在本小节中,我们将根据连续三角余模S的三种形式分别去刻画其S-幂蕴涵,即取大三角余模SM 、连
续阿基米德三角余模和具有非平凡序和形式的连续三角余模。如果S为取大三角余模SM ,则IS =IRS,文
献[7]的定理7.5.5已经给出了刻画。如果S是一个严格三角余模,则IS 等价于由严格三角模T 生成的T-
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幂蕴涵,命题2已经给出了刻画。因此,我们只需要考虑幂零三角余模和非平凡序和三角余模两种情况。
引理3 设S是一个连续三角余模,IS 是其S-幂蕴涵。则对于任意的x>y>z,有

IS(x,y)·IS(y,z)=IS(x,z)。
证 当S=SM 时,其结果是显然的。当S是具有加法生成子g的连续阿基米德三角余模时,对于任意

的x>y>z,我们有

IS(x,y)·IS(y,z)=g(y)
g(x)

·g(z)
g(y)=

g(z)
g(x)=I

S(x,z)。

最后,当S具有非平凡序和形式时,结合前面两种情况,我们可以类似地得到结果。
命题14 设I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。则I是一个由幂零三角余模S生成的S-幂蕴涵当且

仅当接下来条件成立:(1)
 

I满足(OP);(2)
 

对于任意的x>y,I(1,x)·I(x,y)=I(1,y);(3)
 

I(1,·):
[0,1]→[0,1]是一个连续严格递增的函数且I(1,0)=0。

证 假设I是一个由幂零三角余模S生成的S-幂蕴涵,则(1)~(3)容易由命题7(2)和引理3得到。反

之,因为(OP)成立,因此只需考虑x>y的情况。定义g(x)=I(1,x),则(3)说明g是某个幂零三角余模

S的加法生成子。再由(2),得到对于任意的x>y,I(x,y)=I
(1,y)

I(1,x)=
g(y)
g(x)

。所以,I是由某个具有加

法生成子g的幂零三角余模生成的S-幂蕴涵。
因为IGG=I

SLK ,因此可以得到关于IGG 的另外一种刻画。

命题15 设I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。则I是Goguen蕴涵IGG当且仅当下述条件成立:(1)
 

I满足(OP)和(NP);(2)
 

对于任意的x>y,I(1,x)·I(x,y)=I(1,y)。最后,将刻画三角余模S具有非

平凡序和时的情况。结合以上的命题14和命题2,易证以下命题成立。
命题16 设I:[0,1]2→[0,1]是一个二元函数。S是一个具有非平凡序和形式的连续三角余模,即S

=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 。则I是一个由S生成的S-幂蕴涵当且仅当接下来的条件成立:
(1)

 

I满足(OP);
(2)

 

如果存在某个S的幂等元a使得x>a>y,则I(x,y)=0;
(3)

 

对于所有的j∈J,下面两种情况之一成立:1)
 

如果Sj 是幂零三角余模,则有接下来的性质成立:

①
 

对于任意的x>y且x,y∈[aj,bj],I(bj,x)·I(x,y)=I(bj,y);②
 

I(bj,·):[aj,bj]→[0,1]是
一个连续严格递增的函数且I(bj,aj)=0。2)

 

如果Sj是严格三角余模,则存在kj∈(aj,bj)使得接下来的

性质成立:①
 

对于任意的bj≥x>y>z>aj 且z<kj,有I(x,y)·I(y,z)=I(x,z);②
 

对于任意的

z∈(aj,kj),我们定义φz(x)=I(x,z),它是(z,bj]到[0,1]上的一个连续严格递增的一元函数;③
 

对

于任意的x∈(aj,bj],I(x,aj)=0;④
 

对于任意的y∈[aj,bj),I(bj,y)=0;⑤
 

对于任意的x∈(aj,bj],

I(x,aj)=
 

lim
y→aj

I(x,y)。

4 S-幂不变性和GHS规则

4.1 S-幂不变性

文献[28]给出了关于任意二元函数F:[0,1]2→[0,1]的S-幂不变性的定义,并刻画了满足S-幂不变

性的二元函数以及一般模糊蕴涵。以下将刻画满足S-幂不变性的S-幂蕴涵。
定义9[28] 设I是一个模糊蕴涵,S是一个连续三角余模。如果对于任意的x,y∈[0,1],r>0且

x(r)
S ,y(r)

S ≠0,1,有I(x,y)=I(x(r)
S ,y(r)

S )成立,则称I满足S-幂不变性,简记为(PIS)。

备注7 如果S=SM ,因为对于任意的r>0,x(r)
S =x,所以SM-幂不变性对于任意的模糊蕴涵I都成

立,即任意的模糊蕴涵I都满足SM-幂不变性。

注意到,在例1(3)中,如果取x=12
,y=14

且r=2,则IS((1
2
)
(2)

S
,(1
4
)
(2)

S
)=IS(1

2
,1
2
)=1>12=

143第3期 宗浩,等:基于连续三角余模方幂的模糊蕴涵  



IS(1
2
,1
4
),S-幂不变性不成立。其根本问题在于当S=

 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 时,存在某个bj≠1使得Sj 是个

幂零三角余模。因此,有下述定义。
定义10 设S 是一个具有序和形式的连续三角余模,即S=

 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 。如果对于所有的

bj≠1,Sj 都是严格三角余模,则称S为严格序和三角余模。
备注8 用SSOS来表示所有严格序和三角余模的集合,则该集合也包括了SM (当J 为空集)和所有的

连续阿基米德三角余模(当J={1}且[aj,bj]=[0,1])两种特殊情况。

命题17 设S是一个连续三角余模,IS 是其S-幂蕴涵。则IS 满足S-幂不变性当且仅当S∈SSOS。

证 如果IS 满足S-幂不变性,假设S∉SSOS,即存在某个bj≠1使得Sj 是个幂零三角余模。由于Sj

是个幂零三角余模,所以存在某个x∈(aj,bj)使得x(2)
S =bj。因此,

1>IS(bj,x)=IS((bj)
(2)
S ,x(2)

S )=IS(bj,bj)=1。
所以,S∈SSOS。

反过来,设S∈SSOS,如果x≤y,则x(r)
S ≤y(r)

S ,从而I(x,y)=I(x(r)
S ,y(r)

S )=1。因此,只需要证明

x>y的情况。进一步地,由上述备注7和8可知,仅需讨论以下两种情况:
(1)

 

如果S是一个具有加法生成子g的连续阿基米德三角余模,任意取x>y且x(r)
S ,y(r)

S ≠0,1。则

x(r)
S =g-1(rg(x))>g-1(rg(y))=y(r)

S 。因此,

IS(x(r)
S ,y(r)

S )=IS(g-1(rg(x)),g-1(rg(y)))=rg
(x)

rg(y)=
g(x)
g(y)=I

S(x,y)。

(2)
 

如果S是一个具有非平凡序和形式的连续三角余模,即S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J ,这里对于任意的

bj≠1,Sj 是具有加法生成子gj 的严格三角余模。任意取x>y且x(r)
S ,y(r)

S ≠0,1。则有以下两种情况:

1)
 

如果存在某个S的幂等元a∈(0,1),使得x>a>y。若r≥1,则x(r)
S ≥x>a≥y(r)

S ,因此IS(x(r)
S ,

y(r)
S )=IS(x,y)=0。若r<1,则x>x(r)

S ≥a>y≥y(r)
S ,因此IS(x(r)

S ,y(r)
S )=IS(x,y)=0。

2)
 

如果存在某个j∈J,使得aj ≤y <x ≤bj。则由于S ∈SSOS,所以x r  
S =aj +(bj -

aj)g-1
j (rgj(

x-aj

bj-aj
)),y r  

S =aj+(bj-aj)g-1
j (rgj(

y-aj

bj-aj
))。由此可得:

IS(x(r)
S ,y(r)

S )=IS(aj+(bj-aj)g-1
j (rgj(

x-aj

bj-aj
)),aj+(bj-aj)g-1

j (rgj(
y-aj

bj-aj
)))

=
rgj(

y-aj

bj-aj
)

rgj(
x-aj

bj-aj
)
=
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
=IS x,y  。

综上所述,当S∈SSOS时,S-幂蕴涵IS 满足S-幂不变性。

4.2 S-幂蕴涵的广义假言三段论(GHS规则)
定义11 设S是一个连续三角余模,T 是一个三角模且I是一个模糊蕴涵。如果对于任意的x,y∈

[0,1]满足
 

sup
z∈[0,1]

T(I(x,z),I(z,y))=I(x,y),则称 T,I  满足广义假言三段论,简记为(GHS)。

注意到,如果上面的函数方程被不等式T(I(x,z),I(z,y))≤I(x,y)代替,那么就可以得到(HS)性
质,也称为T-传递性。由于S-幂蕴涵满足(IP),则由文献[29]的命题3.5知,S-幂蕴涵的(GHS)与(HS)等价。

命题18 设IS 是S-幂蕴涵,T 是一个三角模。则 T,IS  的(GHS)与(HS)等价。
命题19 设T 是一个三角模,S=SM ,IS 是其S-幂蕴涵。则 T,IS  总是满足(GHS)。

证 如果 S=SM,则由命题7(1)知,IS =IRS。下面分两种情况讨论。如果 x ≤y,则

TIS(x,z),IS(z,y)  ≤IS(x,y)=1,(GHS)显然成立。如果x>y,则IS(x,y)=0。此时,如果x>z,则

TIS(x,z),IS(z,y)  =T0,IS(z,y)  =0;如 果 x ≤ z,则 z > y,TIS(x,z),IS(z,y)  =
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TIS(x,z),0  =0。综上,T,IS  总是满足(GHS)。
命题20 设T 是一个三角模,S是一个具有序和形式的连续三角余模,即S=

 

(<aj,bj,Sj>)j∈J ,这里

每个Sj都是具有加法生成子gj的连续阿基米德三角余模,IS 是其S-幂蕴涵。则 T,IS  满足(GHS)当且

仅当T≤TP。
证 首先证必要性。对于任意的j∈J,取任意的x,y,z∈[aj,bj]使得x>z>y,则由命题7(3)

得到以下不等式成立

T(
gj(

z-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
,
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
z-aj

bj-aj
)
)≤

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
=
gj(

z-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
·
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
z-aj

bj-aj
)

(1)

如果Sj 是一个严格三角余模,则gj(1)=+�。对于式(1),任意固定z=z0∈(aj,bj)。则由于gj 的

连续性,我们得到,
gj(

z0-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
和

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
z0-aj

bj-aj
)
的值域都是[0,1)。所以任意的u,v∈[0,1],T(u,v)≤

uv=TP(u,v)。
如果Sj 是一个幂零三角余模,则我们不妨取gj(1)=1。令x=bj 且任意固定z=z0∈(aj,bj),则

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
z0-aj

bj-aj
)
的值域是[0,1),所以对任意的v∈[0,1],T(gj(

z0-aj

bj-aj
),v)≤gj(

z0-aj

bj-aj
)v。由z0∈

(aj,bj)的任意性,以及gj(
z-aj

bj-aj
)的值域是 [0,1),可得对任意的u,v∈ [0,1],T(u,v)≤uv=

TP(u,v)。
再证充分性。从命题18知,S-幂蕴涵的(GHS)和(HS)等价,因此只需考虑(HS)性质。当x≤y 时,

(HS)显然成立。以下考虑x>y的情形:
(1)

 

如果对于任意的j∈J,x,y  ∉[aj,bj]2,则根据z的取值范围,分以下几种情况讨论:

1)
 

如果z∈[0,1]\∪
j∈J
[aj,bj],则不论x>z>y,z≥x>y还是x>y≥z,总有IS x,z  =0

或者IS z,y  =0。因此(HS)成立。

2)
 

如果存在某个j∈J,z∈[aj,bj]。也同样有IS x,z  =0或者IS z,y  =0。因此(HS)成立。

(2)
 

如果对于某个j∈J,x,y  ∈[aj,bj]2,则根据z的取值范围,有如下讨论:

1)
 

如果z∈[0,aj)∪(bj,1],则有TIS x,z  ,IS z,y    =0。因此,(HS)成立。

2)
 

如果z∈[aj,bj]。进一步地,分为三种情况。

①
 

如果x>z>y,则由于T≤TP,所以,

T(IS(x,z),IS(z,y))≤TP(
gj(

z-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
,
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
z-aj

bj-aj
)
)=

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
=IS(x,y)。

②
 

如果z≥x>y,则

T(IS(x,z),IS(z,y))=
gj(

y-aj

bj-aj
)

gj(
z-aj

bj-aj
)
≤

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
=IS(x,y)。

③
 

如果x>y≥z,则
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T(IS(x,z),IS(z,y))=
gj(

z-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
≤

gj(
y-aj

bj-aj
)

gj(
x-aj

bj-aj
)
=IS(x,y)。

综上所述,T,IS  满足(GHS)。
将命题19和命题20结合起来,得到如下命题:
命题21 设T 是一个三角模,S 是一个连续三角余模且IS 是其S-幂蕴涵。则以下条件等价:(1)

 

T,IS  满足(GHS)。(2)
 

以下情形1)
 

或2)
 

成立:1)
 

S=SM ;2)
 

S是一个具有序和形式的连续三角余模,
即S=

 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 且T≤TP。

5 结论

本文通过推广Zadeh的语言幂修饰符放松前件的方法,提出了S-幂蕴涵,研究了其结构、基本性质、以
及与常见模糊蕴涵族的关系,并刻画了该类模糊蕴涵;提出了S-幂不变性,并研究了S-幂蕴涵的S-幂不变

性,以及推理机制中的一个重要性质-广义假言三段论,即GHS规则。值得一提的是,S-幂蕴涵与T-幂蕴涵

之间存在诸多的交集和差异。一方面,它们的结构相似,并且都满足性质(OP)和(IP)。同时,当S是严格三

角余模、SM 或序和形式S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J(其中每个Sj 都是严格的)时,它的S-幂蕴涵就是T-幂蕴涵。
另一方面,S-幂蕴涵族中有很大一部分成员不是T-幂蕴涵,即,当三角余模S 为幂零三角余模,或由序和形

式S=
 

(<aj,bj,Sj>)j∈J 表示时,若存在j∈J,使得Sj为幂零三角余模,则S-幂蕴涵不是T-幂蕴涵。通过

研究发现:S-幂蕴涵保留了T-幂蕴涵的大部分相关性质,使得基于聚合算子幂的模糊蕴涵在近似推理中能

够得到更广泛的应用。此外,将与近似推理密切相关的幂不变性从连续三角模的幂进一步扩展到连续三角

余模的幂,可以进一步满足不同应用领域对蕴涵算子的选择要求。
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