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基于相互近邻结构体构建的非局部形态学

吕美琪,孙忠贵

(聊城大学 数学科学学院,山东 聊城２５２０５９)

摘　要　作为一种传统的非线性图像处理算法,数学形态学在很多领域有着广泛应用.由于非局部形态学

同时具备了自适应和非局部自相似的优点,其在近年引起研究者的关注.然而,现有算法往往具有对噪声较

为敏感的缺陷.同时,由于其结构体包含了整个搜索窗的所有像素,这导致成员的可靠性较差,进而影响了

算法性能.针对上述不足,提出了一种新的非局部数学形态学(RNLMM).通过相互近邻策略,使结构体成

员的可靠性得到提升.并且,将经典形态学(局部)与非局部形态学相结合,设计出一个算子的串行实现方

式,有效提高了其对噪声的鲁棒性.理论表明,这些算子依然能够保留经典形态学算子所具备的一些重要数

学性质.最后的去噪实验初步验证了 RNLMM 算法的优良性能.
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０　引言

数学形态学早在２０世纪６０年代就被提出,因其严谨的理论基础和丰富的算子实现,至今仍在图像处理

的众多领域有着广泛应用,如图像滤波[１],边缘检测[２],特征提取[３],目标识别[４]及图像分割[５]等图像处理的

众多领域有着广泛应用.最初的形态学应用主要针对二值图像,随后逐步拓展到灰度图像和彩色图像[６].

其基本思想是结合不同任务采用不同大小与形状的结构体,完成对待处理图像的度量.结构体在本质上是

一个与任务先验相关的图像子集,一般分为平坦结构体和非平坦结构体两类.前者的构建仅依赖于空间位

置,这意味着其成员具有相同的灰度值;后者,即非平坦结构体,在构建上除依赖空间位置外,其不同成员还

往往具有不同的灰度值.在结构体的基础上,一系列的形态学算子被定义出来,其中腐蚀和膨胀是两个最基

本算子.其他算子,如开运算和闭运算,一般可通过腐蚀和膨胀算子的组合形式实现.具体到经典形态学

(Traditionalmathematicalmorphology,TMM),其算子由平坦结构体定义,通常具备良好的数学性质,其中

最具代表性的是保序性和附益性.正是由于这些数学性质使经典形态学具备了坚实的理论基础.然而,由

于其结构体的局部性(成员来源于当前像素点附近),经典形态学仍属于局部算法.

非局部算法通过利用图像的自相似性,使得滤波器在处理图像时能够更好的保留边缘及具有周期性的

纹理.随着基于片的非局部均值滤波器(Nonlocalmeansfilter,NLM)[７]的提出,许多著名的非局部算法,如

KＧSVD[８]和BM３D[９]应运而生.非局部算法在近年受到越来越多专家们的关注.许多传统的局部算法也

被扩展到非局部或局部非局部结合的形式,并获得了更好的算法性能.事实上,经典形态学的非局部拓展也

是近年来一个比较活跃的研究方向.为方便描述,本文将这些拓展算法统称为非局部形态学(Nonlocal

mathematicalmorphologies,NLMMs).

通过借用图像的非局部相似性权值与像素灰度值直接相加构建结构体,文献[１０]最早尝试将经典形态

学由局部拓展到非局部,但其算子的许多数学性质无法得到保持.为弥补这一缺陷,文献[１１]通过定义结构

体系统,提出了一种改进的非局部形态学,使得两个基本算子(腐蚀和膨胀)的附益性得到了保持.遗憾的

是,其保序性依然不能成立[１２].并且,上述权值与像素灰度值两个不同量纲因素直接组合相加构建结构体

的方式缺乏明确的物理意义,这给实际应用带来困难.针对这一缺陷,近年有相关工作通过将像素灰度值引

入非局部权值项增强了其结构体的物理可解释性,同时也保留了相应形态学算子的保序性和附益性[１２,１３].

需要指出,现有的这些形态学非局部拓展算法,其结构体包括了所有非局部(搜索窗)成员.这种过于宽泛的

成员选取,导致结构体的可靠性较差,进而,不可避免会降低算法的有效性[１４].此外,相对于固定结构体的

经典形态学,作为一类自适应(结构体可变)算法,NLMMs还具有对噪声较为敏感[１５]的缺陷.

基于上述分析,本文提出了一种新的非局部形态学算子(ReciprocalnonlocalmathematicalmorpholoＧ

gy,RNLMM).首先,我们通过相互近邻(kＧreciprocalnearestneighbors,KRNN)[１６]策略对文献[１２]中的

结构体施加对称性约束,有效克服了使用经典 K 近邻算法可能造成的非对称性,从而使所提形态学算子保

持了更多的数学性质.其次,通过形态学算子的串行(局部与非局部相组合)实现,增强对噪声的鲁棒性.理

论表明,所提形态学(RNLMM)的数学性质得到较好保持.同时,自然图像与卡通图像的去噪实验均初步验

证了RNLMM 的有效性.

１　相关工作

为便于算法描述,本节将对相关知识进行简要回顾.首先对经典形态学(TMM)进行介绍,其次描述了

非局部均值滤波器(NLM),最后讨论了近年所提出的三种代表性的非局部形态学算法(NLMMs).

１．１　形态学基本概念及相关性质

数字图像I可以看作是一个从定义域Ω 到值域F 的数值函数.对于n 维图像,Ω 是离散空间 ℤn 的子

集,F 是图像灰度值的集合.则I 可表示为集合Ω 到集合F 的映射函数x aI(x),式中x ∈Ω 且I ∈
Fun(Ω,F).
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经典形态学(TMM)为图像处理提供了一类广泛的非线性算子.这些算子的本质是待处理图像与结构

体之间的相互作用.在形态学算子中,腐蚀和膨胀是两个最基本的算子.其他算子,如开运算和闭运算,都
以它们的组合形式来表示.

对于平坦结构体,其对应腐蚀(ε)和膨胀(δ)算子分别定义为

εSE(I)(x)＝ ∧
y∈SE(x)

I(y){ } ,x ∈Ω , (１)

δSE(I)(x)＝ ∨
y∈SE

⌒
(x)

{I(y)},x ∈Ω , (２)

式中∨和∧分别代表最大最小操作符,SE(x)⊆Ω 表示像素点x 的结构体,即以其为中心的邻域,SE
⌒

表示

转置后的SE .

对于非平坦结构体,腐蚀和膨胀算子分别定义为

εSE(I)(x)＝ ∧
y∈SE(x)

I(y)－SE(x)(y){ } ,x ∈Ω , (３)

δSE(I)(x)＝ ∨
y∈SE

⌒
(x)

I(y)＋SE(x)(y){ } ,x ∈Ω , (４)

这里SE(x)(y)为像素y 处的SE(x)灰度值.

腐蚀和膨胀作为经典形态学的两种基本算子,具有良好的数学性质.其中保序性(定理１)和附益性(定
理２)尤为重要.

定理１　对图像I∈Fun(Ω,F),

εSE(I)≤I≤δSE(I). (５)

定理２　对图像J１,J２ ∈Fun(Ω,F),

δSE(J１)≤J２⇔J１ ≤εSE(J２), (６)

式中保序性是形态梯度定义的理论依据,而形态学梯度在边缘提取中有着重要应用[６].另一方面,附益性刻

画了腐蚀与膨胀算子之间的密切关系,从而保证了闭运算和开运算的数学合理性.

开运算和闭运算定义如

CSE(I)(x)＝εSE(δSE(I))(x), (７)

OSE(I)(x)＝δSE(εSE(I))(x), (８)

需要注意,尽管经典形态学的算子具有上述良好的数学性质,受结构体局部性的影响,其仍属于局部方法.

１．２　非局部均值滤波器

与局部滤波器相比,NLM 有两个明显的优点.一方面,它利用非局部邻域的加权平均估计像素值,可
以很好地利用图像的自相似性;另一方面,通过图像块间的块匹配来计算权重,对噪声具有鲁棒性.

给定待处理图像I,用非局部均值算法计算像素的估计值,如

NLM(I)(x)＝∑
y∈Ω

WI(x,y)I(y),x ∈Ω , (９)

式中权值WI(x,y)为以像素x 为中心的片PI(x)和以y 为中心的片PI(y)之间的相似性,下标表示所有

的计算依赖于图像I.具体来说,相似性权值定义为

WI(x,y)＝
W
∧

I(x,y)

∑z∈Ω W
∧

I(x,z)
, (１０)

式中

W
∧

I(x,y)＝exp(－
PI(x)－PI(y)２

２,α

h２
), (１１)

这里h为平滑参数,􀅰 ２
２,α 为具有标准差α的高斯加权L２ 范数.此外,０≤WI(x,y)≤１且 ∑y∈ΩWI(x,

y)＝１.

尽管非局部均值滤波器的实施非常复杂,但它提供了良好的滤波结果.因此,非局部方法已成为设计滤

波器的主流.
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１．３　现有的非局部形态学改进

PhilippeSalembier最早尝试借用 NLM 的非局部权值,对经典形态学进行非局部拓展[１０].与传统的结

构体被限制在局部区域的方法不同,此算法在非局部搜索窗(甚至整个图像)上定义结构体.其中,结构体是

非平坦的,其成员灰度值直接借用 NLM 中的片相似性.与经典形态学(公式(３)和公式(４))定义的形式一

样,在文献[１０]中非局部形态学,即 NLMM 的两个基本算子(腐蚀和膨胀)分别定义为

εSEI,WI(I)(x)＝ ∧
y∈SEI(x)

I(y)－β PI(x)－PI(y)２
２,α{ } ,x ∈Ω , (１２)

δSEI,WI(I)(x)＝ ∨
y∈SEI(x)

I(y)－β PI(x)－PI(y)２
２,α{ } ,x ∈Ω , (１３)

式中I仍为待处理图像,SEI 为定义的结构体,β是控制非平坦程度的参数.
不幸的是,在上述的非局部拓展过程中,腐蚀和膨胀算子的保序性和附益性都丢失了.文献[１１]定义了

一个结构体系统 SEI(x){ }x∈Ω ,即对任意x,y ∈Ω ,相应的结构体应满足如下自反性与对称性

x ∈SEI(x),

y ∈SEI(x)⇒x ∈SEI(y),
式中 ⇒ 为单向推导符号.

此外,文献[１７]指出为了使算子保持好的数学性质,其结构体应当是固定的,即“一旦自适应邻域从初始

输入图像导出,就必须对其进行固定”.

基于此结构体系统,文献[１１]的 NLMM 所相应的腐蚀和膨胀算子被重新定义为

εSEI,WI(I)(x)＝ ∧
y∈SEI(x)

I(y)－log(WI(x,y)){ } ,x ∈Ω , (１４)

δSEI,WI(I)(x)＝ ∨
y∈SEI(x)

I(y)＋log(WI(x,y)){ } ,x ∈Ω , (１５)

式中SEI(x)来自结构体系统,WI(x,y)为公式(１０)中所定义的非局部权值.
我们在文献[１２]指出,尽管上述两个算子的附益性得到了保持,其保序性依然不能满足.且相应的非平

坦结构体是通过两个不同量纲的因素(即灰度值和权重)直接相加得到,丢失了物理上的可解释性.如文献

[１８]所述,“当使用非平坦结构体时,它们的灰度值应该与输入图像的灰度值具有相同的量纲”.为弥补这一

缺陷,文[１２]通过将灰度值引入结构体的定义,相应 NLMM 的腐蚀和膨胀算子分别为

εSEI,WIDI(I)(x)＝ ∧
y∈SEI(x)

I(y)－λlog(WI(x,y))DI(x,y){ } ,x ∈Ω , (１６)

δSEI,WIDI(I)(x)＝ ∨
y∈SEI(x)

I(y)＋λlog(WI(x,y))DI(x,y){ } ,x ∈Ω , (１７)

这里λ是一个控制结构体的非平坦范围的参数.作为一个通用模型,其中WI(x,y)是一个一般的非局部

相似性度量,不再局限于 NLM 中的权值,DI(x,y)表示像素x 与y 的灰度值之间的差值.在减小量纲差

异的同时,文献[１２]还从理论上保证了上述两个算子的附益性和保序性.
然而,正如文献[１４]所指出,在非局部滤波算法中,将整个搜索窗中的所有像素点全部用于当前像素点

的估计,会导致过多不可靠像素点的参与,致使估计精度下降.上述所介绍的三个非局部形态学(即

NLMMs)[１０Ｇ１２],结构体成员均包括了整个搜索窗,这显然会削弱其相应算子的性能.此外,作为一类自适应

算法,这些算子也极易受到噪声的影响[１５].针对这些现有非局部拓展算法存在的缺陷,本文提出了一个基

于相互近邻结构体的非局部形态学.

２　基于相互近邻结构体的非局部形态学

本文工作,即RNLMM,是在文作[１２]的基础上展开的,其改进主要体现在两个方面.首先,利用相互

近邻策略对结构体的构建施加约束,提高其成员的可靠性;然后,将经典形态学(局部)与非局部形态学相结

合,设计出一个算子的串行实现方式,有效提高了其对噪声的鲁棒性,并且理论证明了相应算子的保序性与

附益性能够同时得到保持.下面分别围绕这两部分内容展开论述.

２．１　基于相互近邻的非局部结构体构建

如公式(１６)与公式(１７)所示,文[１２]采用将非局部权值与像素灰度值相乘的方式构建结构体.正如上

述分析,这种结构体的构建方式会导致成员的不可靠性.针对这一缺陷,我们采用相互近邻策略[１６]进行结
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构体构建.这样的构建方式不单能够筛选出可靠的结构体成员,还能使相应结构体具有对称性.后者对算

子数学性质的保持尤为重要[１１].

首先以非局部权值作为度量函数,利用 K近邻的方法选取权值较大的像素点作为当前像素x 的候选结

构体成员,即

top(x,k)＝ y１,y２,􀆺,yk{ } , (１８)

式中yk 为像素x 的第k个近邻,成员的置信度由参数k决定.
进一步,通过施加对称性约束,便可得到如下基于相互近邻的结构体

SEIN (x)＝ y y ∈top(x,k)∩x ∈top(y,k){ } ,x ∈Ω , (１９)

由于每个像素点与它自身的相似性最大,显然结构体SEIN (x)在满足对称性的同时也满足了自反性.

相应地,基于上述结构体,我们得到非局部形态学腐蚀和膨胀两个基本算子的初步形式

εSEIN (I)(x)＝ ∧
y∈SEIN (x)

I(y)－λlog(WI(x,y))DI(x,y){ } ,x ∈Ω , (２０)

δSEIN (I)(x)＝ ∨
y∈SEIN (x)

I(y)＋λlog(WI(x,y))DI(x,y){ } ,x ∈Ω . (２１)

下面将其与经典形态学的相应算子进行串行组合得到非局部形态学(RNLMM)算子的最终形式.

２．２　串行形态学算子及其性质证明

尽管非局部形态学能够较好保持图像边缘、纹理等周期性信息,但其本质上的自适应性会使相应算子容

易受到噪声的影响,即对噪声不够鲁棒.相比之下,经典形态学采用固定结构体,其对应算子具有平移不变

性,从而对噪声展现出了更好的鲁棒性.这一事实启发我们将具有固定结构体的经典形态学算子与上述非

局部形态学算子(式(２０)和式(２１))进行串行组合,以期在更好地保持边缘及周期性纹理的同时也能对噪声

较为鲁棒.本文非局部形态学,即RNLMM,所最终采用的两个基本算子定义如

ε(I)(x)＝εSE(εSEIN )(I)(x), (２２)

δ(I)(x)＝δSEIN (δSE)(I)(x). (２３)

定理３和定理４表明,上述腐蚀和膨胀算子的保序性和附益性均得到保持.

定理３　(保序性)对任意图像I∈Fun(Ω,F),有ε(I)≤I≤δ(I).

证明　由结构体的自反性,即x ∈SEIN (x)与x ∈SE(x)对 ∀x ∈Ω 成立,有J(x)≤ ∨
y∈SEIN (x)

J(y){ } ,x ∈Ω ,即J ≤δSEIN (J),则有δSE(J)≤δSEIN (δSE(J)).根据公式(５)中I ≤δSE(I),有J ≤
δSE(J)≤δSEIN (δSE(J))⇒J ≤δSEIN (δSE(J)).类似可证εSE(εSEIN (J))≤J .

综上εSE(εSEIN (J))≤J ≤δSEIN (δSE(J)).即ε(J)≤J ≤δ(J).定理得证.
定理４　(附益性)　对任意图像I,J１,J２ ∈Fun(Ω,F),有δ(J１)≤J２⇔J１ ≤ε(J２).

证明 由相互近邻结构体的构建过程可知本文 RNLMM 的结构体具有对称性.同时,为了简化证明过

程,分别用符号T１ 和T２ 表示膨胀与腐蚀操作,即T１(x)＝δ(J)(x),x∈Ω ,T２(x)＝ε(J)(x),x∈Ω .

在上述准备基础上,开展证明

δ(J１)≤J２

⇔δSEIN (δSE(J１))≤J２　　　　　　　　　　　　　　　由式(２３)

⇔δSEIN (δSE(J１))(x)≤J２(x),∀x ∈Ω
⇔δSEIN (T１)(x)≤J２(x),∀x ∈Ω 由式T１(x)＝δSE(J１)(x),x ∈Ω
⇔ ∨

y∈SEIN (x)
T１(y){ } ≤J２(x),∀x ∈Ω 由式(２１)

⇔T１(y)≤J２(x),∀x ∈Ω,y ∈SEIN (x)

⇔δSE(J１)(y)≤J２(x),∀x ∈Ω,y ∈SEIN (x) 由式T１(y)＝δSE(J１)(y),y ∈Ω
⇔ ∨

t∈SE(y)
J１(t){ } ≤J２(x),∀x ∈Ω,y ∈SEIN (x) 由式(２)

⇔J１(t)≤J２(x),∀x ∈Ω,y ∈SEIN (x),t∈SE(y)

⇔J１(t)≤J２(x),∀y ∈Ω,x ∈SEIN (y),t∈SE(y) 由结构体对称性

⇔J１(t)≤J２(x),∀t∈Ω,x ∈SEIN (y),y ∈SE(t) 由结构体对称性
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⇔J１(t)≤ ∧
x∈SEIN (y)

J２(x){ } ,∀t∈Ω,y ∈SE(t)

⇔J１(t)≤εSEIN (J２)(y),∀t∈Ω,y ∈SE(t) 由式(２０)

⇔J１(t)≤T２(y),∀t∈Ω,y ∈SE(t) 由式T２(y)＝εSEIN (J２)(y),y ∈Ω

⇔J１(t)≤ ∧
y∈SE(t)

T２(y){ } ,∀t∈Ω

⇔J１(t)≤εSE(T２)(t),∀t∈Ω 由式(１)

⇔J１(t)≤εSE(εSEIN (J２))(t),∀t∈Ω

⇔J１(x)≤εSE(εSEIN (J２))(x),∀x ∈Ω

⇔J１ ≤ε(J２) 由式(２２)

即

δ(J１)≤J２⇔J１ ≤ε(J２).

定理得证.

３　分析

通过图像去噪初步验证所提RNLMM 的有效性.考虑到经典形态学中结构体越大,对图像的细节信息

破坏越严重,我们在RNLMM 的串行算子中,经典形态学部分的结构体半径设置为１.故试验所涉及的比

较算法除了前面所介绍的三个代表性的非局部形态学(NLMMs)[１０Ｇ１２],还有结构体半径为１的经典形态学.

需指出,由于经典形态学的高效性,本文将其与非局部形态学相结合的串行算子实现在时间复杂度上较其他

非局部形态学并未有明显增加.同时,尽管结构体构建时 KRNN的引进引起复杂度的增加,幸运的是,形态

学的所有操作算子共享同一个结构体,也就是说 KRNN的运算在本文RNLMM 中只需进行一次,且其复杂

度也明显小于非局部运算本身.故本算法在复杂度上较其他非局部算法没有明显增加.

所具体采用的形态学滤波为 OCCO 滤波器[１９](取开运算Ｇ闭运算和闭运算Ｇ开运算的平均值).由于其

输出具有自对偶优势,OCCO已成为形态学去噪的一种典型方法.我们分别在一幅自然图像和一幅卡通图

像上进行不同噪声程度的去噪实验,并采用客观的峰值信噪比(PeakSignaltoNoiseRation,PSNR)和主观

视觉效果作为评价指标.根据经验,我们令所提算法中的结构体构建的近邻数k＝５０.为了公平起见,其他

实验比较的非局部算法中所涉及参数,如结构体大小、图像块大小、高斯平滑参数等均被设为其原始文献的

推荐值.

图１和图２是低噪声场景(σ＝２０)下的去噪实验.由结果可以看出,经典形态学在去除噪声方面表现

良好.尽管 NLMMs[１０Ｇ１２]获得了较为平滑的视觉效果,由于其对噪声的鲁棒性较差,图像的细节信息并未得

到较好保持.本文所提RNLMM 的结构体的串行实现策略,实现了经典形态学与非局部形态学的较好折

中.相应输出结果在结构保持和去噪之间取得了较好的平衡,其无论在视觉效果还是PSNR指标均优于其

他方法.

图３和图４展示了高噪声场景(σ＝４０)下的实验结果.此种情况下,经典形态学已不能很好地去除噪

声,且产生了棋盘效应[２０]的视觉缺陷.尽管 NLMMs[１０Ｇ１２]通过非局部策略能够有效去除噪声且避免了棋盘

效应,但过光滑现象依然没有解决.在此条件下,RNLMM 在所有算法中仍然保持着最好的实验结果.

(a)清晰图像 (b)噪声图像 (c)TMM (d)NLMM[１０] (e)NLMM[１１] (f)NLMM[１２] (g)RNLMM

PSNR:２２．１１ PSNR:２９．２３ PSNR:２０．０１ PSNR:２３．１８ PSNR:２３．６０ PSNR:２９．６３

图１　比较了不同形态学算法在噪声水平σ＝２０下对 House图像的PSNR值及视觉效果
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(a) 清晰图像 (b) 噪声图像 (c) TMM (d) NLMM[１０] (e) NLMM[１１] (f) NLMM[１２] (g) RNLMM

PSNR:２２．１０ PSNR:３１．５１ PSNR:２７．７５ PSNR:２８．１２ PSNR:２６．４０ PSNR:３３．０１

图２　比较了不同形态学算法在噪声水平σ＝２０下对Chessboard图像的PSNR值及视觉效果

(a) 清晰图像 (b) 噪声图像 (c) TMM (d) NLMM[１０] (e) NLMM[１１] (f) NLMM[１２] (g) RNLMM

PSNR:１６．０９ PSNR:２５．５７ PSNR:１８．９７ PSNR:２０．５５ PSNR:２１．９８ PSNR:２６．６２

图３比较了不同形态学算法在噪声水平σ＝４０下对 House图像的PSNR值及视觉效果

(a) 清晰图像 (b) 噪声图像 (c) TMM (d) NLMM[１０] (e) NLMM[１１] (f) NLMM[１２] (g) RNLMM

PSNR:１６．０７ PSNR:２６．３４ PSNR:１９．３２ PSNR:２０．４３ PSNR:１９．２０ PSNR:２７．４２

图４　比较了不同形态学算法在噪声水平σ＝４０下对Chessboard图像的PSNR值及视觉效果

４　结论

本文提出了一种新的非局部形态学算子,即RNLMM.一方面,与其他非局部形态学算法不同,本文通

过相互近邻策略有效提高了结构体成员的可靠性.另一方面,为提高算法对噪声的鲁棒性,RNLMM 采用

串行方式构造算子,实现了经典形态学与非局部形态学的很好折中.且理论上保证了其相应算子依然具备

良好的数学性质.初步的去噪实验也验证了RNLMM 的优良性能.需要注意的是,非局部运算本身是造成

非局部形态学算法复杂度高的主要原因,近年已有一些相应加速算法[２１,２２]被提出,如何将其用于非局部形

态学改进,值得尝试.此外,如何将这些非局部形态学的场景由单模态推广至多模态也值得尝试.最后需要

指出,近年,图形态学已成为一个经典形态学的非局部拓展的重要研究方向[２３].故将本文 RNLMM 的相关

策略扩展到图上也极具研究价值.
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