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基于固定时间的多无人机系统自适应姿态控制
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摘　要　针对一类具有非对称输入饱和与时变输出约束的多无人机系统，提出一种自适应固定时间一致性
姿态控制算法。首先，设计障碍李亚普诺夫函数限制姿态角输出信号在预设时变约束的边界内，同时利用径
向基神经网络解决不确定非线性问题。其次，设计与无人机姿态系统相同阶次的辅助系统，并利用辅助信号
与误差变量构建坐标变换，补偿非对称输入饱和的影响。基于固定时间理论和李亚普诺夫稳定性理论，证明
该控制算法能够保证多无人机系统的姿态角一致性跟踪误差在固定时间内收敛到原点附近的邻域内，且闭
环系统内所有信号都是有界的。最后，通过仿真结果验证所提控制算法的有效性。
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１　引言

近年来，由于多无人机系统具有协同工作、多功能性和高机动性等优势，在农业灌溉、火灾探测和搜索救

援等领域得到了广泛应用［１－４］。多无人机系统姿态控制作为多无人机系统协同控制的重要环节［５－９］，往往要

求快速的收敛速度，从而获得更短的瞬态响应时间和更好的鲁棒性。为此，学者们提出将有限时间控制算法

拓展到多无人机系统的姿态控制［１０－１２］。文献［１０］针对一类具有输入量化的多无人机系统，提出了一种基于

反步法的自适应有限时间姿态控制算法。文献［１１］考虑具有未知干扰的多无人机系统，研究了基于神经网

络和事件触发机制的自适应有限时间姿态控制问题。文献［１２］研究了多无人机系统的参数不确定性问题，

基于姿态误差和角速度误差设计了一种分布式事件触发终端滑模控制器。

但是，上述文献中有限时间控制算法的收敛时间取决于系统的初始信息，并且收敛时间会随着跟踪误差

的增大而增大。当系统的初始信息难以准确获得时，存在无法计算收敛时间的问题。为了克服上述不足，研

究人员提出了固定时间控制算法［１３－１７］，消除了收敛时间对初始信息的依赖，并给出了收敛时间的上界。因

此，如何设计多无人机系统的固定时间姿态控制器成为近几年的研究热点。文献［１８］分别对位置系统和姿

态系统设计了积分滑模面和扰动观测器，实现了有向拓扑下的多无人机固定时间编队控制。文献［１９］在系

统模型存在不确定性的情况下，提出了一种自适应固定时间参数估计与姿态控制算法。文献［２０］不仅在系

统发生执行器故障下实现了全状态约束，并且提出的控制算法使系统在固定时间内收敛。

在实际工程应用中，被控系统需要在复杂的环境中工作。为保障被控系统的稳定运行和安全作业，通常

将系统的部分输出信号进行约束［２５－３２］。在多无人机系统中，当姿态角输出信号违反约束条件时，可能导致

无人机的损坏，甚至造成坠毁。因此，在多无人机系统一致性姿态控制中实现输出约束是一项具有挑战性的

工作。文献［３０］利用高阶李亚普诺夫函数，实现了对多无人机系统输出信号的常数约束。文献［３１］提出了

在外部干扰和常数输出约束下的无人机有限时间滑模控制算法。文献［３２］将姿态角输出信号限制在时变约

束边界内，设计了一种自适应神经网络姿态控制器。但是，上述文献中的多无人机系统仅在无限时间或有限

时间内收敛。由于多无人机系统的工作环境通常是时变的，研究其在固定时间下的时变输出约束问题具有

重要意义。

另一方面，由于系统自身物理特性的限制，在系统运行过程中，非线性饱和现象通常存在于执行器中。

输入饱和问题会使系统难以实现预期控制性能，造成系统剧烈震荡进而失去稳定性［３３－３９］。为了使系统在发

生输入饱和现象时仍能保持较好的控制性能，文献［３４－３６］通过将饱和函数近似为双曲正切函数，设计了饱

和补偿系统对控制器信号进行补偿。文献［３７］考虑故障与饱和同时出现在执行器的情况，提出了一种分布

式容错饱和控制算法。然而，当参考信号的幅值增大时，上述饱和控制算法会导致误差增大，并且系统难以

在固定时间内收敛，无法在多无人机姿态系统中实现快速收敛和精确控制。

受上述讨论的启发，本文研究一类具有时变输出约束与非对称输入饱和的多无人机系统姿态控制问题，

提出一种自适应固定时间一致性姿态控制算法。主要贡献总结：（１）设计的姿态控制器有效地避免了现有

固定时间控制算法中存在的奇异性问题，能够保证系统输出在固定时间内跟踪上参考姿态角信号，使跟踪误

差收敛到原点附近的邻域内。（２）利用时变障碍李亚普诺夫函数，使系统的输出信号始终保持在时变约束

范围内。（３）与文献［３４－３７］相比，本文构造与无人机姿态系统相同阶次的辅助系统和坐标变换，利用辅助

信号补偿非对称输入饱和的影响，并揭示跟踪误差与输入饱和误差之间的关系。

２　预备知识与问题描述

２．１　代数图论

假设多无人机系统由Ｎ 架无人机组成，并且无人机与无人机之间存在信息交互的过程。则通信拓扑关
系可利用有向图Ｇ ＝ Ｈ，Ｅ（ ）表示，式中 Ｈ ＝ １，２，…，Ｎ（ ）和Ｅ ⊆ Ｈ ×Ｈ 分别为节点集和边集合。

Ｈｊ，Ｈｉ（ ）∈Ｅ表示第ｉ架无人机可以接收到第ｊ架无人机的信息，定义第ｉ架无人机的所有邻居集合为Ｎｉ

＝ Ｈｊ｜ Ｈｊ，Ｈｉ（ ）∈Ｅ，ｉ≠ｊ｛ }。定义邻接矩阵Ａ ＝ ａｉ，ｊ［ ］∈ＲＮ×Ｎ 表示无人机之间的信息交互。当
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Ｈｊ，Ｈｉ（ ）∉Ｅ 时，ａｉ，ｊ＝０，否则ａｉ，ｊ＝１。定义Ｑ＝ｄｉａｇ　ｑ１，…，ｑＮ｛ }为λ度矩阵，式中第ｉ架无人机的度定

义为ｑｉ＝∑ｊ∈Ｎｉ
ａｉ，ｊ 。则Ｌ＝Ｑ－Ａ为有向图Ｇ 的拉普拉斯矩阵。虚拟领导者不会接收到跟随者的信息，

因此ａ０，ｊ＝０。定义Ａ＝ｄｉａｇ　ａ１，０，…，ａＮ，０｛ }为虚拟领导者的邻接矩阵，当且仅当第ｉ架无人机可以接收到虚

拟领导者的信号时，ａｉ，０ ＞０，否则ａｉ，０＝０。

２．２　系统描述

为了便于建模和分析，定义ＥＩ：ｘＩ，ｙＩ，ｚＩ｛ }和ＥＢ：ｘＢ，ｙＢ，ｚＢ｛ }分别为地面惯性坐标系和机体坐标

系。在地面惯性坐标系ＥＩ下，利用欧拉角Ξ＝ φ，θ，ψ［ ］Ｔ表示无人机的姿态角，式中φ、θ和ψ分别为在ＥＩ
下绕ｘＩ轴、绕ｙＩ轴和绕ｚＩ轴的翻滚角、俯仰角和偏航角。同时，利用ω＝ ωφ，ωθ，ωψ［ ］Ｔ表示无人机在机体

轴坐标系ＥＢ 下的三个角速度。综上所述，建立无人机的动力学模型［３２］

Ξ
·

＝Ｔω，

Ｉω
·

＝－ω× Ｉω（ ）＋ｕ－Ｇ，
（１）

式中Ｉ＝ｄｉａｇ　Ｉｘ，Ｉｙ，Ｉｚ｛ }为转动惯量矩阵，ｕ＝ ｕφ，ｕθ，ｕψ［ ］Ｔ 和Ｇ＝ Ｇφ，Ｇθ，０［ ］Ｔ 分别表示总转矩和陀螺

仪转矩。变换矩阵Ｔ表示ＥＩ 和ＥＢ 之间的角速度关系

Ｔ＝

１ ｓｉｎφｔａｎθ ｃｏｓφｔａｎθ
０ ｃｏｓφ －ｓｉｎφ
０ ｓｉｎφｓｅｃθ ｃｏｓφｓｅｃθ

■

■

■

■

。

根据文献［５］，无人机的姿态动力学模型为

ω
·

φ＝θ
·

ψ
·Ｉｙ －Ｉｚ
Ｉｘ

＋
１
Ｉｘ
ｕφ＋Ｄφ－Ｇφ（ ），

ω
·

θ＝φ
·

ψ
·Ｉｚ －Ｉｘ
Ｉｙ

＋
１
Ｉｙ
ｕθ＋Ｄθ－Ｇθ（ ），

ω
·

ψ＝φ
·

θ
·Ｉｘ －Ｉｙ
Ｉｚ

＋
１
Ｉｚ
ｕψ＋Ｄψ（ ），

（２）

式中Ｄ＝ Ｄφ，Ｄθ，Ｄψ［ ］Ｔ 为无人机在机体坐标系ＥＢ 下的扰动。

本文考虑具有１个虚拟领导者和Ｎ 个跟随者的多无人机姿态系统。根据式（１）和式（２），第ｉ个无人机

姿态系统可以改写为二阶非严格反馈系统

ｘ
·

ｉ，σ１＝ｘｉ，σ２＋ｆｉ，σ１，

ｘ
·

ｉ，σ２＝γｉ，σｕｉ，σ（ｖｉ，σ）＋ｆｉ，σ２＋Ｄｉ，σ，

ｙｉ，σ＝ｘｉ，σ１，　σ＝１，２，３，

（３）

式中ｉ＝１，２，…，Ｎ ，σ＝１，２，３，ｘｉ，１１＝φｉ 、ｘｉ，２１＝θｉ和ｘｉ，３１＝ψｉ分别为翻滚角、俯仰角和偏航角，ｘｉ，１２＝

ωφｉ 、ｘｉ，２２＝ωθｉ 和ｘｉ，３２＝ωφｉ 分别为相对应的角速度，非线性项ｆｉ，σ１ 和ｆｉ，σ２ 代表原始姿态系统中被忽略和

未建模的部分，γｉ，１＝Ｉ－１ｘ 、γｉ，２＝Ｉ－１ｙ 、γｉ，３＝Ｉ－１ｚ ，Ｄｉ，σ 表示未知的外部干扰，ｙｉ，σ 为姿态角输出信号，

ｕｉ，１ｖｉ，１（ ）、ｕｉ，２ｖｉ，２（ ）和ｕｉ，３ｖｉ，３（ ）分别表示三个姿态角的控制信号。ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）中存在非对称输入饱和现

象，定义

ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）＝ｓａｔ（ｖｉ，σ）＝

ｕσｍａｘ，ｖｉ，σ ≥ｕσｍａｘ，

ｖｉ，σ，ｕσｍｉｎ＜ｖｉ，σ ＜ｕσｍａｘ，

ｕσｍｉｎ，ｖｉ，σ ≤ｕσｍｉｎ，
■

■

■
式中ｕσｍａｘ ＞０和ｕσｍｉｎ＜０分别表示为ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）的最大值和最小值。

２．３　径向基神经网络

根据文献［５，２１～２４］，模糊逻辑系统或径向基神经网络可以处理系统中的非线性函数。当选取的节点

ｋ　ｋ＞０（ ）数量足够大时，径向基神经网络能以任意精度∊（∊＞０）逼近非线性连续函数ｆ（Ｚ）［５，２４］

３１第１期 于跃飞，等：基于固定时间的多无人机系统自适应姿态控制 　



ｆ（Ｚ）＝Ｗ ＊Ｔφ（Ｚ）＋δ（Ｚ），　∀Ｚ∈Ω⊆Ｒｑ ，

式中Ｚ表示ｑ维输入向量，φ（Ｚ）＝ φ１（Ｚ），φ２（Ｚ），…，φｋ（Ｚ）［ ］Ｔ 为基函数向量，δ（Ｚ）为逼近误差，且满足

δ（Ｚ）≤∊。φｉ（Ｚ）为高斯基函数，φｉ（Ｚ）＝ｅｘｐ－ Ｚ－ιｉ（ ）Ｔ　Ｚ－ιｉ（ ）／ｗ２
ｉ（ ），式中ｉ＝１，２，…，ｋ，ωｉ为高

斯基函数的宽度，ｌｉ＝［ｌｉ１，ｌｉ２，…，ｌｉｑ］Ｔ 为中心向量。因此，存在理想权重向量Ｗ＊ 使方程成立

Ｗ＊ ＝ａｒｇ　ｍｉｎ
Ｗ∈Ｒｋ

ｓｕｐ
Ｚ∈Ω

ｆ（Ｚ）－ＷＴ
φ（Ｚ）｛ }，

式中Ｗ＊ ＝ Ｗ＊
１ ，Ｗ＊

２ ，…，Ｗ＊
ｋ［ ］Ｔ ，Ｗ＊ ∈Ｒｋ 为权重向量。

２．４　基本假设和引理

假设１［２８］　领导者的输出信号ｙσ０ 及其ｎ阶导数ｙ（ｎ）
σ０ 是光滑且有界的。

假设２［１１］　Ｄｉ，σ 是未知光滑的外部扰动，满足 Ｄｉ，σ ≤Ｄ
－
ｉ，σ ，式中Ｄ

－
ｉ，σ ＞０。

假设３［３８］　无人机姿态系统满足ＢＩＢＳ（ｂｏｕｎｄｅｄ－ｉｎｐｕｔ　ｂｏｕｎｄｅｄ－ｓｔａｔｅ　ｓｔａｂｌｅ）条件。

引理１［１４］　存在任意实数ω 和任意常数ρ＞０满足

０≤ ω ≤τ＋
ω２

ω２＋ρ■ ２
，

本文选取ρ＝１０－
３ 。

引理２［１６］　设ｘｉ ∈Ｒ，ｉ＝１，２，…，ｎ，使以下不等式成立

∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ ）ζ ≤∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ ζ，０＜ζ＜１，∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ ）σ ≤ｎσ－１∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ σ，σ＞１。

引理３［１５］　对于实数ｒ１ 和ｒ２，正常数λ１、λ２ 和λ３ 满足

ｒ１ λ１｜ｒ２｜λ２ ≤
λ１

λ１＋λ２
λ３ ｒ１ λ１＋λ２＋

λ２
λ１＋λ２

λ－
λ１
λ２３ ｒ２ λ１＋λ２ 。

引理４（Ｙｏｕｎｇ'ｓ不等式）
［６，２１］　对于ｘ，ｙ∈Ｒ，存在不等式

ｘｙ≤
ｐａ

ａ ｘ　ａ ＋
１
ｂｐｂ

ｙ　ｂ ，

式中ｐ＞０，ａ＞１，ｂ＞１，ａ－１（ ）ｂ－１（ ）＝１。

引理５［１７］　考虑以下形式的系统

ｘ
·
（ｔ）＝ｆ　ｔ，ｘ（ ），　ｘ（０）＝ｘ０ ， （４）

式中ｘ ∈Ｒｎ 为状态向量，ｆ（ｔ，ｘ）：Ｒｎ×Ｒｎ →Ｒｎ 为在实数域Ｒｎ 定义的连续函数。假设原点为系统（４）的

平衡点。如果存在一个正定函数Ｖ（ｘ），其导数满足不等式Ｖ
·
ｘ（）≤－ω１Ｖχ ｘ（）－ω２Ｖϑ ｘ（），式中χ 、ϑ满

足χ∈ ０，１（ ）和ϑ∈ １，∞（ ），ω１、ω２为正常数，则系统（４）是固定时间稳定的，且可计算出收敛时间Ｔｓ ，如

Ｔｓ ≤
１

ω１ １－χ（ ）＋
１

ω２ϑ－１（ ）
，

为了便于控制器设计和稳定性分析，选取χ＝３／４，ϑ＝２。

３　姿态控制器设计与稳定性分析

在本节中，将结合反步法和辅助系统提出一种适用于式（３）的自适应固定时间一致性姿态控制算法。首

先，为了补偿非对称输入饱和的负面影响，构造与式（３）相同阶次的二阶系统（５）产生辅助信号ｌｉ，σ１ 和ｌｉ，σ２ ，

如下所示

ｌ
·

ｉ，σ１＝ｌｉ，σ２－ｒｉ，σ１ｌｉ，σ１，

ｌ
·

ｉ，σ２＝γｉ，σΔｕｉ，σ（ ）－ｒｉ，σ２ｌｉ，σ２，
（５）

式中ｉ＝１，２，…，Ｎ ，ｌｉ，σ１（０）＝ｌｉ，σ２（０）＝０，ｒｉ，σ１ 和ｒｉ，σ２ 为正设计参数，Δ ｕｉ，σ（ ）＝ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）－ｖｉ，σ为输入饱

和误差。结合反步法的设计框架，构建坐标变换
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ｅｉ，σ１＝ｓｉ，σ１－ｌｉ，σ１，

ｅｉ，σ２＝ｓｉ，σ２－ｌｉ，σ２，
（６）

式中ｓｉ，σ１＝∑ｊ∈Ｎｉ
ａｉ，ｊ ｙｉ，σ－ｙｊ，σ（ ）＋ａｉ，０ｙｉ，σ－ｙσ０（ ）和ｓｉ，σ２＝ｘｉ，σ２－αｉ，σ１分别为一致性跟踪误差和误差变

量，αｉ，σ１ 为虚拟控制器，将在后文中给出设计过程。

注释１　文献［３４－３７］使用光滑函数近似饱和函数，存在一定的局限性，即跟踪误差会受到参考信号幅

值的影响。对于多无人机系统，这一局限性可能导致不精确的姿态控制，甚至导致无人机之间碰撞等严重后

果。为避免上述情况发生，利用辅助系统（５）产生的辅助信号ｌｉ，σ１ 和ｌｉ，σ２ 补偿非对称输入饱和的影响。

为了保证多无人机系统的工作安全，本文将式（３）的输出信号ｙｉ，σ 约束在－Γσ（ｔ）＜ｙｉ，σ ＜Γσ（ｔ）的范
围内，Γσ（ｔ）为预设的时变约束函数。

Ｓｔｅｐ１　根据式（５）和式（６），对ｅｉ，σ１ 求导，可得

ｅ
·

ｉ，σ１＝ ｑｉ＋ａｉ，０（ ）ｅｉ，σ２＋αｉ，σ１＋ｆｉ，σ１（ ）－∑
ｊ∈Ｎｉ
ａｉ，ｊ ｘｊ，σ２＋ｆｊ，σ１（ ）＋ ｑｉ＋ａｉ，０－１（ ）ｌｉ，σ２＋ｒｉ，σ１ｌｉ，σ１－ａｉ，０ｙ

·

σ０ ，（７）

式中ｑｉ＝∑ｊ∈Ｎｉ
ａｉ，ｊ 。

为实现对ｙｉ，σ 的输出约束，本文设计时变障碍李亚普诺夫函数

Ｖｉ，σ１＝
１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

＋
１
２Θ
■２
ｉ，σ１ ， （８）

式中时变函数Ψｉ，σ（ｔ）＝Γσ（ｔ）－ｍａｘ　ｙσ０（ ），Ψｉ，σ（ｔ）＞０且可导。因此Ψｉ，σ（ｔ）满足Ψ－ｉ，σ ＜Ψｉ，σ（ｔ）＜Ψｉ，σ ，

Ψ－ｉ，σ 和 Ψｉ，σ 均为正设计参数。定义Θ
■
ｉ，σ１＝Θ＊ｉ，σ１－�Θｉ，σ１ 为参数Θ＊ｉ，σ１ 的估计误差，且Θ＊ｉ，σ１ ＝ Ｗ ＊

ｉ，σ１
２，式中

�Θｉ，σ１ 为Θ＊ｉ，σ１ 的估计值，Ｗ ＊
ｉ，σ１ 为相关基函数向量的理想权重值。

根据式（７）和式（８），可得

Ｖ
·

ｉ，σ１＝
ｅｉ，σ１ｅ

·

ｉ，σ１

Ψｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
－
Ψｉ，σ（ｔ）Ψ

·

ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

＋
Ψ
·

ｉ，σ（ｔ）
Ψｉ，σ（ｔ）

－Θ■ｉ，σ１ �Θ
·

ｉ，σ１ （９）

　　＝
ｅｉ，σ１

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
ｑｉ＋ａｉ，０（ ）ｅｉ，σ２＋αｉ，σ１（ ）＋Ｆｉ，σ＋ｒｉ，σ１ｌｉ，σ１（ ）－

Ψｉ，σ（ｔ）Ψ
·

ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

＋
Ψ
·

ｉ，σ（ｔ）
Ψｉ，σ（ｔ）

－Θ■ｉ，σ１�Θ
·

ｉ，σ１，

式中Ｆｉ，σ１＝ ｑｉ＋ａｉ，０（ ）ｆｉ，σ１－∑ｊ∈Ｎｉ
ａｉ，ｊ ｘｊ，σ２＋ｆｊ，σ１（ ）＋ ｑｉ＋ａｉ，０－１（ ）ｌｉ，σ２－ａｉ，０ｙ

·

σ０ 。

使用径向基神经网络逼近未知非线性函数

Ｆｉ，σ１＝Ｗ ＊Ｔ
ｉ，σ１φｉ，σ１ Ｚｉ，σ１（ ）＋δｉ，σ１ Ｚｉ，σ１（ ），

式中φｉ，σ１ Ｚｉ，σ１（ ）为神经网络逼近Ｆｉ，σ１ 的基函数向量，Ｚｉ，σ１＝ ｘｉ，σ１，ｘｉ，σ２，ｘｊ，σ１，ｘｊ，σ２，ｌｉ，σ２，ｙ
·

σ０［ ］Ｔ 。

利用引理４和径向基神经网络基函数的性质

ｑｉ＋ａｉ，０（ ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

ｅｉ，σ１ｅｉ，σ２ ≤
ｑｉ＋ａｉ，０（ ）２

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２ｅ
２
ｉ，σ１＋

１
２
ｅ２ｉ，σ２ ， （１０）

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

Ｆｉ，σ１＝
ｅｉ，σ１

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
Ｗ ＊Ｔ
ｉ，σ１φｉ，σ１ Ｚｉ，σ１（ ）＋δｉ，σ１ Ｚｉ，σ１（ ）（ ）

≤
ｅ２ｉ，σ１

２ｐ２ｉ，σ１ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２Θ
＊
ｉ，σ１φ

Ｔ
ｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）φｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ１＋

　　　　　　　　　　
ｅ２ｉ，σ１

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋
１
２∊

２
ｉ，σ１，

（１１）

式中Ｘｉ，σ１＝ ｘｉ，σ１，ｘｊ，σ１［ ］Ｔ ，ｐｉ，σ１ 为正设计参数。

注释２　系统（３）为非严格反馈结构，因此在控制器设计过程中，式（１１）的Ｆｉ，σ１ 含有全状态变量，导致
“代数环”问题。根据文献［１７］和文献［２４］，本文利用引理４和神经网络基函数的性质，使得非严格反馈结构

引起的设计困难得以解决。

将式（１０）和式（１１）代入式（９），可得

５１第１期 于跃飞，等：基于固定时间的多无人机系统自适应姿态控制 　



Ｖ
·

ｉ，σ１ ≤
ｅｉ，σ１

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
ｑｉ＋ａｉ，０（ ）αｉ，σ１＋

ｅｉ，σ１
２ｐ２ｉ，σ１ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

�Θｉ，σ１φ
Ｔ
ｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）φｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）（ ＋ｒｉ，σ１ｌｉ，σ１

　　＋
ｑｉ＋ａｉ，０（ ）２＋１
２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）ｅｉ，σ１＋

１
２
ｅｉ，σ１）－Θ■ｉ，σ１ �Θ·ｉ，σ１－ ｅ２ｉ，σ１

２ｐ２ｉ，σ１ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２φ
Ｔ
ｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）φｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）（ ）

　　＋
Ψ
·

ｉ，σ（ｔ）
Ψｉ，σ（ｔ）

－
ｅ２ｉ，σ１

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）－
Ψｉ，σ（ｔ）Ψ

·

ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

＋
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ１＋

１
２∊

２
ｉ，σ１。

（１２）

通过引理４和 Ψ－ｉ，σ ＜ Ψｉ，σ（ｔ），可以推出不等式

－
ｅ２ｉ，σ１

２Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）－
Ψｉ，σ（ｔ）Ψ

·

ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

≤－
ｅ２ｉ，σ１

２Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）＋
Ψ－
２
ｉ，σΨ２ｉ，σ（ｔ）

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋
Ψ
·
２
ｉ，σ（ｔ）
２Ψ－

２
ｉ，σ

　　　　　　　　　　　　　　 ≤－
ｅ２ｉ，σ１

２Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）＋
Ψ－
２
ｉ，σｅ２ｉ，σ１

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋
Ψ－
２
ｉ，σ

２Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）＋
Ψ
·
２
ｉ，σ（ｔ）
２Ψ－

２
ｉ，σ

　　　　　　　　　　　　　　 ≤
１
２＋

Ψ－
２
ｉ，σｅ２ｉ，σ１

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋
Ψ
·
２
ｉ，σ（ｔ）
２Ψ－

２
ｉ，σ

。 （１３）

设计虚拟控制器αｉ，σ１ 和参数自适应律�Θ
·

ｉ，σ１ 如

αｉ，σ１＝－
１

ｑｉ＋ａｉ，０

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

α
－２
ｉ，σ１

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

α
－
ｉ，σ１（ ）２＋ρ２ｉ，σ■ １

， （１４）

α
－
ｉ，σ１＝ｋｉ，σ１ａ

１
２（ ）

３
４

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）
１
４「ｅｉ，σ１」

１
２ ＋ｋｉ，σ１ｂ

１
２（ ）２　 ｅ３ｉ，σ１

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
＋

Ψ－
２
ｉ，σｅｉ，σ１

２ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

　　　＋
ｅｉ，σ１

２ｐ２ｉ，σ１ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）
�Θｉ，σ１φ

Ｔ
ｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）φｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）＋ｒｉ，σ１ｌｉ，σ１＋

１
２
ｅｉ，σ１，

（１５）

�Θ
·

ｉ，σ１＝
ｅ２ｉ，σ１

２ｐ２ｉ，σ１ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２φ
Ｔ
ｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）φｉ，σ１ Ｘｉ，σ１（ ）－τｉ，σ１ａ�Θｉ，σ１－τｉ，σ１ｂ�Θ３ｉ，σ１ ， （１６）

式中ｉ，σ１ 、ｋｉ，σ１ａ 、ｋｉ，σ１ｂ 、τｉ，σ１ａ 和τｉ，σ１ｂ 为正设计参数，「ｅｉ，σ１」１／２＝ｓｉｇｎ　ｅｉ，σ１（ ）ｅｉ，σ１ １／２ 。

注释３　一些现有的固定时间控制算法在虚拟控制器和控制器的设计过程中通过引入分段函数避免奇

异性问题［１４－１５］，这往往造成复杂的稳定性分析。本文利用引理１和中间信号α
－
ｉ，σ１ 不仅避免了奇异性问题，

而且使控制器的设计与稳定性分析更加简单。

根据引理１，可得

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

ｑｉ＋ａｉ，０（ ）αｉ，σ１＝－

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

α
－
ｉ，σ１（ ）２

ｅｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

α
－
ｉ，σ１（ ）２＋ρ２ｉ，σ■ １

≤ρｉ，σ１－
ｅｉ，σ１

Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１
α
－
ｉ，σ１ ，

（１７）

将式（１３）、式（１５）、式（１６）、式（１７）代入式（１２），可得

Ｖ
·

ｉ，σ１ ≤－ｋｉ，σ１ａ
１
２

ｅ２ｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

－ｋｉ，σ１ｂ
１
２

ｅ２ｉ，σ１
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋τｉ，σ１ａΘ■ｉ，σ１�Θｉ，σ１＋

τｉ，σ１ｂΘ■ｉ，σ１�Θ３ｉ，σ１＋
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ１＋

１
２∊

２
ｉ，σ１＋

１
２＋τｉ

，σ１＋λΨｉ，σ，

（１８）

式中 Ψ
·
２
ｉ，σ（ｔ）／２Ψ－

２
ｉ，σ＋Ψ

·

ｉ，σ（ｔ）／Ψｉ，σ（ｔ）≤λΨｉ，σ ，λΨｉ，σ１ ＞０。

根据不等式ｌｏｇΨ２ｉ，σ（ｔ）／ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）（ ）≤ｅ２ｉ，σ１／ Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ），将式（１８）重写为
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Ｖ
·

ｉ，σ１ ≤－ｋｉ，σ１ａ
１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

－ｋｉ，σ１ｂ
１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋　　　　　　　　

τｉ，σ１ａΘ■ｉ，σ１�Θｉ，σ１＋τｉ，σ１ｂΘ■ｉ，σ１�Θ３ｉ，σ１＋
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ１＋

１
２∊

２
ｉ，σ１＋

１
２＋ρｉ

，σ１＋λΨｉ，σ。

（１９）

Ｓｔｅｐ２　根据式（６）的定义，可得

ｅ
·

ｉ，σ２＝γｉ，σｖｉ，σ＋ｆｉ，σ２＋Ｄｉ，σ＋ｒｉ，σ２ｌｉ，σ２－α
·

ｉ，σ１ 。 （２０）

选择如下李亚普诺夫函数

Ｖｉ，σ２＝
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２Θ
■２
ｉ，σ２ ， （２１）

结合式（５）、式（２０）和式（２１），可得Ｖ
·

ｉ，σ２

Ｖ
·

ｉ，σ２＝ｅｉ，σ２ γｉ，σｖｉ，σ＋Ｆｉ，σ２＋Ｄｉ，σ＋ｒｉ，σ２ｌｉ，σ２＋
１
２
ｅｉ，σ２（ ）－１２ｅ２ｉ，σ２－Θ■ｉ，σ２ �Θ

·

ｉ，σ２ ， （２２）

式中Ｆｉ，σ２＝ｆｉ，σ２－α
·
ｉ，σ１ 。类似于式和式的处理，可得

ｅｉ，σ２Ｆｉ，σ２ ≤
ｅ２ｉ，σ２
２ｐ２ｉ，σ２

Θ＊ｉ，σ２φ
Ｔ
ｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）φｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ２＋

１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２∊

２
ｉ，σ２

ｅｉ，σ２Ｄｉ，σ ≤
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２
Ｄ
－２
ｉ，σ，

（２３）

式中Ｘｉ，σ２＝ ｘｉ，σ１，ｘｉ，σ２［ ］Ｔ ，ｐｉ，σ２ 为正设计参数。将式（２３）代入式（２２）得

Ｖ
·

ｉ，σ２ ≤ｅｉ，σ２ γｉ，σｖｉ，σ＋
３
２
ｅｉ，σ２＋ｒｉ，σ２ｌｉ，σ２＋

ｅｉ，σ２
２ｐ２ｉ，σ２

�Θｉ，σ２φ
Ｔ
ｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）φｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）（ ）－　　　　　　

Θ■ｉ，σ２ �Θ
·

ｉ，σ２－
ｅ２ｉ，σ２
２ｐ２ｉ，σ２φ

Ｔ
ｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）φｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）（ ）－１２ｅ２ｉ，σ２＋１２ｐ２ｉ，σ２＋１２∊２ｉ，σ２＋１２Ｄ－２ｉ，σ。

（２４）

设计控制器ｖｉ，σ 和参数自适应律�Θ
·

ｉ，σ２ 如

ｖｉ，σ２＝－
１
γｉ，σ

ｅｉ，σ２ｖ
－２
ｉ，σ２

ｅｉ，σ２ｖ
－
ｉ，σ２（ ）２＋ρ

２
ｉ，σ■ ２

， （２５）

ｖ
－
ｉ，σ２＝ｋｉ，σ２ａ

１
２（ ）

３
４
「ｅｉ，σ２」

１
２ ＋ｋｉ，σ２ｂ

１
２（ ）２ｅ３ｉ，σ２＋３２ｅｉ，σ２＋ｒｉ，σ２ｌｉ，σ２＋ｅｉ，σ２２ｐ２ｉ，σ２

�Θｉ，σ２φ
Ｔ
ｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）φｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ），

（２６）

�Θ
·

ｉ，σ２＝
ｅ２ｉ，σ２
２ｐ２ｉ，σ２φ

Ｔ
ｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）φｉ，σ２ Ｘｉ，σ２（ ）－τｉ，σ２ａ�Θｉ，σ２－τｉ，σ２ｂ�Θ３ｉ，σ２ ， （２７）

式中ｉ，σ２ 、ｋｉ，σ２ａ 、ｋｉ，σ２ｂ 、τｉ，σ２ａ 和τｉ，σ２ｂ 为正设计参数，「ｅｉ，σ２」１／２＝ｓｉｇｎ　ｅｉ，σ２（ ）ｅｉ，σ２ １／２ 。

类似于式（１７）的计算，可得

ｅｉ，σ２γｉ，σｖｉ，σ＝－
ｅｉ，σ２ｖ

－
ｉ，σ２（ ）２

ｅｉ，σ２ｖ
－
ｉ，σ２（ ）２＋ρ

２
ｉ，σ■ ２

≤ρｉ，σ２－ｅｉ，σ２ｖ
－
ｉ，σ２ 。 （２８）

将式（２６）～（２８）代入式（２４），将Ｖ
·

ｉ，σ２ 重写为

Ｖ
·

ｉ，σ２ ≤－ｋｉ，σ２ａ
１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

－ｋｉ，σ２ｂ
１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２＋τｉ，σ２ａΘ■ｉ，σ２�Θｉ，σ２＋τｉ，σ２ｂΘ■ｉ，σ２�Θ３ｉ，σ２

－
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ２＋

１
２∊

２
ｉ，σ２＋

１
２
Ｄ
－２
ｉ，σ＋ρｉ，σ２ 。 （２９）

为证明并分析无人机姿态系统的稳定性，选取如下李亚普诺夫函数

Ｖ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１

＋
１
２
ｅ２ｉ，σ２＋∑

２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）。 （３０）
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根据式（１９）、式（２９）和式（３０），可得

Ｖ
·

≤∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
－ｋｉ，σ１ａ

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

－ｋｉ，σ２ａ
１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

－ｋｉ，σ２ｂ
１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２－｛

ｋｉ，σ１ｂ
１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋∑２

ｊ＝１
τｉ，σｊａΘ■ｉ，σｊ�Θｉ，σｊ ＋∑

２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂΘ■ｉ，σｊ�Θ３ｉ，σｊ ＋Ｄｉ，σ}，

（３１）

式中Ｄｉ，σ＝
１
２ｐ

２
ｉ，σ１＋

１
２ｐ

２
ｉ，σ２＋

１
２∊

２
ｉ，σ１＋

１
２∊

２
ｉ，σ２＋

１
２
Ｄ
－２
ｉ，σ＋

１
２＋λΨｉ，σ ＋ρｉ，σ１＋ρｉ，σ２ 。

根据引理４和Θ■ｉ，σｊ ＝Θ＊ｉ，σｊ －�Θｉ，σｊ ，可得以下不等式

∑
２

ｊ＝１
τｉ，σｊａΘ■ｉ，σｊ�Θｉ，σｊ ≤－∑

２

ｊ＝１

τｉ，σｊａ
２ Θ■２ｉ，σｊ ＋∑

２

ｊ＝１

τｉ，σｊａ
２ Θ＊２ｉ，σｊ ， （３２）

∑
２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂΘ■ｉ，σｊ�Θ３ｉ，σｊ ＝∑

２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂΘ■ｉ，σｊ Θ＊３ｉ，σｊ －３Θ＊２ｉ，σｊΘ■ｉ，σｊ ＋３Θ＊ｉ，σｊΘ■２ｉ，σｊ －Θ■３ｉ，σｊ（ ）， （３３）

∑
２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂΘ■ｉ，σｊΘ＊３ｉ，σｊ ≤∑

２

ｊ＝１
３τｉ，σｊｂΘ■２ｉ，σｊｂΘ＊２ｉ，σｊ ＋∑

２

ｊ＝１

１
１２τｉ

，σｊｂΘ＊４ｉ，σｊ ， （３４）

∑
２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂ３Θ＊ｉ，σｊΘ■３ｉ，σｊ ≤∑

２

ｊ＝１

３
４η

４
ｉ，σｊ
τｉ，σｊｂΘ＊４ｉ，σｊ ＋∑

２

ｊ＝１

９
４τｉ

，σｊｂη
４
３ｉ，σｊΘ■４ｉ，σｊ ， （３５）

式中ηｉ，σｊ 为正设计参数。

根据引理３，可得

－∑
２

ｊ＝１

τｉ，σｊａ
２ Θ■２ｉ，σｊ ≤０.１１－ ∑

２

ｊ＝１

τｉ，σｊａ
２ Θ■２ｉ，σｊ（ ）

３
４
。 （３６）

将式（３４）～（３６）代入式（３３），可得

∑
２

ｊ＝１
τｉ，σｊｂΘ■ｉ，σｊ�Θ３ｉ，σｊ ≤∑

２

ｊ＝１

３
４η

４
ｉ，σｊ
τｉ，σｊｂΘ＊４ｉ，σｊ ＋∑

２

ｊ＝１

１
１２τｉ

，σｊｂΘ＊４ｉ，σｊ －∑
２

ｊ＝１
μｉ，σｊ

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２ ， （３７）

式中μｉ，σｊ ＝４τｉ，σｊｂ －９τｉ，σｊｂη
４
３ｉ，σｊ ＞０。

定义μｉ，σ＝ｍｉｎμｉ，σ１，μｉ，σ２（ ）、τｉ，σ＝ｍｉｎτｉ，σ１ａ，τｉ，σ２ａ（ ），根据引理２，可进一步得到不等式

－ ∑
２

ｊ＝１

τｉ，σｊａ
２ Θ■２ｉ，σｊ（ ）

３
４

≤－τｉ，σ ∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）

３
４
， （３８）

－∑
２

ｊ＝１
μｉ，σｊ

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２ ≤－μｉ，σ∑２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２ ≤－μｉ，σ２ ∑

２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２ ， （３９）

将式（３２）、式（３７）、式（３８）和式（３９）代入式（３１），可得

Ｖ
·

≤－∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
ｋｉ，σ１ａ

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

－∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
ｋｉ，σ１ｂ

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２－∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
ｋｉ，σ２ａ

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

－∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
ｋｉ，σ２ｂ

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２－∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
τｉ，σ ∑

２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）

３
４

－∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

μｉ，σ
２ ∑

２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２＋∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
Ｄ
－
ｉ，σ，

（４０）

式中Ｄ
－
ｉ，σ＝Ｄｉ，σ＋∑

２

ｊ＝１

３
４η

４
ｉ，σｊ
＋
１
１２（ ）τｉ，σｊｂΘ＊４ｉ，σｊ ＋０.１１。

根据引理２，式（４０）可改写为

Ｖ
·

≤－ｋ１ａ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

－ｋ２ａ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

－τ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）

３
４

－

ｋ１ｂ
３　Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２－ｋ２ｂ３　Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２－ μ６　Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２＋∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
Ｄ
－
ｉ，σ，

（４１）
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式中ｋ１ａ ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ，σ＝３ｉ，σ＝１ ｋｉ，σ１ａ（ ），ｋ２ａ ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ，σ＝３ｉ，σ＝１ ｋｉ，σ２ａ（ ），τ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ，σ＝３ｉ，σ＝１ τｉ，σ（ ），ｋ１ｂ ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ，σ＝３ｉ，σ＝１ ｋｉ，σ１ｂ（ ），

ｋ２ｂ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ，σ＝３ｉ，σ＝１ ｋｉ，σ２ｂ（ ），μ＝ｍｉｎｉ＝Ｎ
，σ＝３

ｉ，σ＝１ μｉ，σ（ ）。根据引理２，式（４１）可改写为

Ｖ
·

≤－ｋ１ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

＋ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

＋ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）

３
４｛ }－

ｋ
�
２ ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋ ∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２＋ ∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２｛ }＋Ｄ，

（４２）

式中ｋ１＝ｍｉｎ　ｋ１ａ，ｋ２ａ，τ（ ），ｋ
�
２＝ｍｉｎ　ｋ１ｂ／３　Ｎ，ｋ２ｂ／３　Ｎ，μ／６Ｎ（ ），Ｄ＝∑

３

σ＝１∑
Ｎ

ｉ＝１Ｄ
－
ｉ，σ 。

根据式（３０）和引理２，可得

Ｖ
３
４ ≤ ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）

３
４

＋ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）

３
４

＋ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）

３
４
， （４３）

Ｖ２ ≤３ ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｌｏｇ

Ψ２ｉ，σ（ｔ）
Ψ２ｉ，σ（ｔ）－ｅ２ｉ，σ１（ ）２＋ ∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１

１
２
ｅ２ｉ，σ２（ ）２＋ ∑Ｎ

ｉ＝１
∑
３

σ＝１
∑
２

ｊ＝１

１
２Θ
■２
ｉ，σｊ（ ）２｛ }， （４４）

根据式（４２）～（４４），Ｖ
·
可改写为

Ｖ
·

≤－ｋ１Ｖ
３
４ －ｋ２Ｖ２＋Ｄ ， （４５）

式中ｋ２＝ｋ
�
２／３。

根据文献［１７］，当Ｖ２≥Ｄ／ｋ２时，存在不等式Ｖ
·

≤－ｋ１Ｖ　３／４（ ）≤０。因此，可得Ｖ是有界的，且可以得出

ｅｉ，σ１ 、ｅｉ，σ２ 、Θ■ｉ，σ１ 和Θ■ｉ，σ２ 有界。

根据式（４５），显然当Ｖ２ ≥Ｄ／βｋ２ 时 ０＜β＜１（ ），可得

Ｖ
·

≤－ｋ１Ｖ
３
４ －（１－β）ｋ２Ｖ

２ 。 （４６）

根据引理５和式（４６），可得Ｖ 将在固定时间内收敛到集合 Ｖ：Ｖ ＜ Ｄ／βｋ■ ２｛ }中，且可得收敛时间

Ｔｓ ≤Ｔｍａｘ＝
４
ｋ１
＋

１
（１－β）ｋ２

。

根据Ｖ ＜ Ｄ／βｋ■ ２ 和式（３０），可得

ｅ２ｉ，σ１ ＜ Ψ２ｉ，σ １－ｅ－２
Ｄ
βｋ２■（ ）。 （４７）

根据不等式ｓ２ｉ，σ１ ≤２ｅ２ｉ，σ１＋２ｌ２ｉ，σ１ ，构造以下不等式证明辅助系统（５）的有界性和稳定性

Ｖｌ＝
１
２
ｌ２ｉ，σ１＋

１
２
ｌ２ｉ，σ２ 。 （４８）

根据引理４、式（５）和式（４８），可得

Ｖ
·

ｌ ≤－ξｉ，σＶｌ＋ζｉ，σ ， （４９）

式中ξｉ，σ＝ｍｉｎ　２ｒｉ，σ１－１，２ｒｉ，σ２－γ２ｉ，σ－１（ ），ζｉ，σ＝Δ
２　ｕｉ，σ（ ）／２。

将式（４９）在 ０，Ｔｓ［ ］内积分，可得

Ｖｌ ≤ｅ－ξｉ，σＶｌ（０）＋
１
ξｉ，σ

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔｓ

ζｉ，σ 。 （５０）

根据式（４８）、式（５０）和Ｖｌ（０）＝０，可得

ｓｉ，σ１ ＜ ２Ψ２ｉ，σ １－ｅ－２
Ｄ
βｋ２■（ ）＋２

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔｓ

ζｉ，σ

ξｉ，σ■ 。 （５１）

由式（５１）可知，一致性跟踪误差ｓｉ，σ１ 是有界的，且ｓｉ，σ１ 的上下界受到设计参数和输入饱和误差的限制。

通过选择合适的设计参数，ｓｉ，σ１ 可以在固定时间收敛到原点附近的邻域内。

定理１　在假设１～３成立的前提下，通过设计辅助系统（５）、坐标变换（６）、时变障碍李亚普诺夫函数
（８）、虚拟控制器（１４）、控制器（２５）、参数自适应律（１６）和（２７），能够保证式（３）描述的多无人机系统满足以下

条件：ａ．跟随者输出信号ｙｉ，σ 被限制在－Γσ（ｔ）＜ｙｉ，σ ＜Γσ（ｔ）的区域内；ｂ．通过选择合适的设计参数，姿

９１第１期 于跃飞，等：基于固定时间的多无人机系统自适应姿态控制 　



态角一致性跟踪误差ｓｉ，σ１ 在固定时间内收敛到原点附近的邻域内；ｃ．闭环系统内的所有信号是有界的。

４　仿真实验

在本节中，通过以下仿真结果验证了所提控制算法的有效性。图１为仿真的通信拓扑图，多无人机姿态

系统由１个虚拟领导者和３个跟随者组成，分别标记为０，１，２，３。

图１　通信拓扑图

领导者的输出信号为ｙ１０＝０.７ｓｉｎ　０.８ｔ（ ），ｙ２０＝０.３ｓｉｎ（ｔ）和ｙ３０＝０.６ｓｉｎ（ｔ）。转动
惯量矩阵Ｉ＝ｄｉａｇ　１.２，１.２，２.４｛ }。跟随者的外部扰动选择为Ｄｉ，σ＝０.０２ｓｉｎ　０.５ｔ（ ）。设

计输出约束函数Γ１（ｔ）＝０.１ｓｉｎ　０.４ｔ（ ）＋０.９，Γ２（ｔ）＝０.１ｓｉｎ　０.４ｔ（ ）＋０.５和Γ３（ｔ）＝
０.１ｓｉｎ　０.４ｔ（ ）＋０.８。多无人机系统的输入上下界分别为ｕ１ｍａｘ＝４与ｕ１ｍｉｎ＝－３、ｕ２ｍａｘ＝２.５
与ｕ２ｍｉｎ＝－３和ｕ３ｍａｘ＝５与ｕ３ｍｉｎ＝－６。系统初值和相关参数如表１和２所示。

表１　系统初值

ｉ　 ｘｉ，１１ ｘｉ，１２ ｘｉ，２１ ｘｉ，２２ ｘｉ，３１ ｘｉ，３２ �Θｉ，１１ �Θｉ，１２ �Θｉ，２１ �Θｉ，２２ �Θｉ，３１ �Θｉ，３２

１　 ０.０５　 ０.１　 ０　 ０.０１　 ０　 ０　 ０.４　 ０.２５　 ０.３５　 ０.３　 ０.３５　 ０.５

２　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０　 ０.０２　 ０.２５　 ０.２　 ０.３　 ０.４　 ０.５　 ０.３

３　 ０.０２　 ０.０５　 ０　 ０　 ０.０１　 ０　 ０.７　 ０.４　 ０.６　 ０.４　 ０.２　 ０.５

表２　相关参数

ｉ　 ｋｉ，１１ａ ｋｉ，１１ｂ ｋｉ，１２ａ ｋｉ，１２ｂ ｋｉ，２１ａ ｋｉ，２１ｂ ｋｉ，２２ａ ｋｉ，２２ｂ ｋｉ，３１ａ ｋｉ，３１ｂ ｋｉ，３３ａ ｋｉ，３３ｂ ｒｉ，１１ ｒｉ，１２ ｒｉ，２１ ｒｉ，２２ ｒｉ，３１ ｒｉ，３２

１　 ２０　 １２　 ２０　 ３０　 １５　 １５　 １５　 １２　 ２０　 ２０　 ３０　 １０　 １５　 １０　 １７　 ５　 ２５　 １０

２　 ３０　 １２　 ２０　 １８　 ３５　 ５　 ５　 ２　 １５　 ２０　 ５　 １５　 ２０　 １５　 １０　 ７　 １５　 ５

３　 ３０　 ２０　 １５　 １０　 ３５　 ８　 ６　 ３　 ３０　 １６　 １３　 ５　 １６　 １４　 ６　 ３　 １　 １５

　　注：（ａ）翻滚角输出信号ｙｉ，１；（ｂ）俯仰角输出信号ｙｉ，２；（ｃ）偏航角输出信号ｙｉ，３；（ｄ）姿态角跟踪误差ｓｉ，σ１ 。

图２　跟随者无人机姿态角输出信号ｙｉ，σ 和跟踪误差ｓｉ，σ１

０２ 　 聊 城 大 学 学 报（自 然 科 学 版） 第１卷



仿真结果如图２～４所示。图２所示为领导者无人机参考信号ｙσ０ 与跟随者无人机姿态角输出信号ｙｉ，σ
的轨迹图和跟踪误差ｓｉ，σ１ 的轨迹图。由图２（ａ）、（ｂ）、（ｃ）可知，ｙｉ，σ 始终保持在时变约束范围－Γσ（ｔ）＜

ｙｉ，σ ＜Γσ（ｔ）内，从图２（ｄ）可以看出跟随者无人机的姿态角跟踪误差ｓｉ，σ１ 最终收敛到原点附近的一个小邻

域内。图３表示跟随者无人机控制信号ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）的响应曲线，各姿态角控制信号ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）始终在

ｕσｍｉｎ，ｕσｍａｘ［ ］范围内。图４为本文和文献［３４］的两种控制算法在相同非对称输入饱和现象下的对比，以姿态

角系统的翻滚角子系统为例，图４（ａ）、（ｂ）分别表示输出信号ｙｉ，１ 和跟踪误差ｓｉ，１１ 的对比图。通过图４可以

看出本文设计的控制算法实现的跟踪性能更好，且跟踪误差更小。综上所述，当系统发生输入饱和现象时，

本文设计控制算法不仅实现了对ｙｉ，σ 的时变输出约束，并且具有较好的跟踪效果。

　　　注：（ａ）跟随者１的控制信号ｕ１，σ（ｖ１，σ）；（ｂ）跟随者２的控制信号ｕ２，σ（ｖ２，σ）；（ｃ）跟随者３的控制信号ｕ３，σ ｖ３，σ（ ）。

图３　跟随者无人机控制信号ｕｉ，σ（ｖｉ，σ）

　　　注：（ａ）翻滚角输出信号ｙｉ，１；（ｂ）翻滚角跟踪误差ｓｉ，１１ 。

图４　不同控制算法的翻滚角输出信号ｙｉ，１ 及跟踪误差ｓｉ，１１

１２第１期 于跃飞，等：基于固定时间的多无人机系统自适应姿态控制 　



５　结论

针对具有时变输出约束与非对称输入饱和的多无人机系统，本文提出一种自适应固定时间一致性姿态

控制算法。通过设计的时变障碍李亚普诺夫函数，保证姿态输出信号在预设时变约束的边界内。本文通过

构造辅助系统与坐标变换，补偿了非对称输入饱和的影响，同时揭示了跟踪误差和输入饱和误差之间的关

系。最后，通过固定时间理论和李亚普诺夫稳定性理论，证明了该控制算法能够使多无人机系统在固定时间

内实现姿态跟踪控制，并保证闭环系统内的所有信号都是有界的。通过一个仿真例子证明了所提控制算法

的有效性。在未来的研究工作中，我们考虑在多无人机控制算法中结合优化调度算法［４０－４２］，提高多无人机

系统的资源利用率。
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