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等价划分下多智能体系统能控性的一种判定方法
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摘 要 研究了多智能体系统的能控性问题,基于网络图拓扑的等价划分,给出了能控性的一种新的判定方

法。在智能体之间信息交换图的基础上,通过构造与等价划分相对应的分块矩阵的主子阵,分析了系统能控

性的变化情况,得到了通过选取合适的领航者,判定多智能体系统的分布式能控性的新方法。
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Abstract Thecontrollabilityofmulti-agentsystemsisstudiedinthispaper.Anewdeterminationmethod
ofcontrollabilityispresentedbyusingequitablepartitionofnetworkgraphtopology.Basedontheinter-
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1 引言

能控性是现代控制理论的一个基本概念,也是多智能体系统性能分析的一个核心问题,该问题的研究有

助于认识系统的基本结构特性,促进建立多智能体动力学系统的性质与系统结构的关系,而等价划分是智能

体间信息交换网络图拓扑结构的一个典型划分方法,是系统结构分解的一个重要方面,对它的研究,是深入

理解系统动态演化规律的一个不可忽视的途径,这是文章研究等价划分下系统分布式能控性的主要原因。
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能控性概念最早是由卡尔曼(R.E.Kalman)等人在20世纪60年代初首次提出的[1],作为系统的一个基本

性质,多智能体系统的能控性在近年来得到了越来越多的关注和研究,相关成果不断涌现[2-5,31-35]。其中,得

到最多研究的一个能控性定义如下:对系统中的部分节点(个体)施加外部控制输入,通过个体间的信息传递

规则(即协议),在一定的时间内,将系统的全部节点从任意的初始状态转移到任意指定的终端状态,其中,被

施加控制输入的节点被称为领航者(leader),其余节点则被称为跟从者(follower)。该定义借鉴了传统能控

性的定义方式,它反映了将所有节点的状态驱动到任何所期望状态的能力。多智能体系统的能控性定义在

网络辨识、队形控制、分布估计和生物网络等研究中均有所应用[6-13]。在2004年,Tanner首先提出了领航

者-跟从者框架下的分布式能控问题,并给出了单积分器系统能控的代数充要条件,文中还指出,代数条件在

图论意义上的解读是问题进一步解决的关键,这也为之后的科研工作者指出了一个重要的努力目标[14]。例

如,Ji和Egerstedt基于拓扑图的等价划分给出了系统能控的一个必要条件[15]。此外,Ji等人首次证明了多

智能体系统能控性只需在连通图上进行研究,这不仅揭示了多智能体系统能控性由图拓扑结构唯一决定这

一事实,而且还提出了能控性基于特征向量进行判定的充要条件,从而为通过特征向量确定领航者数量和位

置提供了一个方法[16]。

从领航者选取和协议设计等角度对能控性问题进行研究,可以得到能控性与拓扑结构之间关系的一些

新的理解。例如,Ji等人提出了多智能体系统能控性的一种统一认识方法,表明了能控性作为系统内在性质

的价值所在,并给出了非能控拓扑结构的一种构造方法[17]。Cai等人则在Laplacian矩阵结构的基础上建立

了系统能控的条件,并给出了基于路形拓扑的一种能控标准型[18]。Zhao等人通过领航者数量的调整以及

边权重的选取,提高了系统的能控性能,这种做法可以被认为是一种改变信息传递图拓扑结构的另一种方

式[19]。

信息交换图的拓扑结构划分是拓扑结构分解的一个主要形式,它是能控性研究的一个重要途径。Lou
等人研究了权重-平衡划分下的能控性问题[20];Zhang和Guan等人基于拓扑图的距离等价划分研究了多智

能体分布式系统的能控子空间[21,22];Ji等人通过引入坐标划分研究了能控性的特征结构属性[23],并通过拓

扑结构的另一种形式的划分,即将两类图以适当的形式进行衔接,形成一种新的具有能控性的拓扑结构,从

而提出了一种构造能控拓扑图的方法[24]。除此之外,等价划分和松驰等价划分也是研究分布式能控的常用

方法[15,25-28]。例如,Martin等人在研究中运用了能控性分解,并通过松弛等价划分给出了能控性的图论刻

画[29];Su等人结合自同构给出了等价划分下多智能体系统能控性的技术改进方法[30]。本文基于等价划分

研究了多智能体系统能控性的判定问题,并给出了能控性的一种确定方法。在智能体之间信息交换图的基

础上,通过分析平凡或(和)非平凡胞腔进入领导者节点集合时的情形,探讨了多智能体系统能控性会发生何

种变化,给出了分块矩阵的主子阵的构造方法,并得到了通过选取合适的领航者使得系统能控的方法。文中

通过识别领航者使得系统不可控,清楚地给出了使多智能体能控的领航者选择方法,为判定多智能体系统的

分布式能控性提供了一个可供借鉴的新方法。

2 问题描述

多智能体系统描述为

x
·
i=ui, i=1,…,N,

x
·

N+j =uN+j, j=1,…,l,{ (1)

式中N 和l分别表示跟从者和领航者的数量,xi 表示第i个智能体的状态,i=1,…,N+l。设Ni 为vi 的

邻居集合,即Ni={j|vi ~vj;j≠i},且协议定义为

ui=-∑
j∈Ni

xi-xj( ) 。 (2)

使xN+1,…,xN+l 扮演领航者角色,并将这些智能体重命名为
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yi 􀰛xi, i=1,…,N,

zj 􀰛xN+j,j=1,…,l,{
式中y 是所有yi 的堆栈向量,z是所有zj 的堆栈向量,u是所有uN+j 的堆栈向量,j=1,…,l。然后,在式

(2)下,跟从者的动态方程为

y
·
=-Fy-Rz, (3)

式中F 为G 的拉普拉斯矩阵L 删除最后l行和l列后得到的矩阵。R 是由被删除列的前N 个元素组成的N

×l阶子矩阵。

定义1 如果系统(3)在控制输入z下是能控的,那么称在领航者xN+j ,j=1,…,l和固定拓扑下的多

智能体系统(1)是能控的。

多智能体系统分布式能控的几个模型的讨论和最新结果,可参阅[31]和[32]。

3 一种能控性的判定方法

本节研究了信息交换图G 的等价划分,当平凡或(和)非平凡胞腔属于领航者节点集合时,系统的能控

性会发生什么变化。

胞腔C ⊂V 是节点集的一个子集。图的划分是指将其节点集分组为不同的胞腔。接下来,回顾一下等

价划分的定义。

定义2 (等价划分)对于任意的i,j,如果Cj 中的每个节点在Ci 中都有相同数量的邻居,则称Vg 的r-
划分π 是等价划分,其中π 中的胞腔为C1,…,Cr 。在这种情况下,Ci 中任意节点在Cj 中的邻居数用bij 表

示,且用r=|π|表示划分π 的基数。

在文献[15,25]中,提出了利用信息交换图的等价划分来处理多领航者条件下的能控性问题。根据这个

概念,下面的结论给出了系统不能控的图理论特征。

引理1[25] 给定一个信息交换图G 和诱导子图Gf ,如果在G 和Gf 上分别存在非平凡等价划分π 和

πf,则系统(3)是不能控的,此时π 的所有非平凡胞腔都包含在πf 中。

结果表明,等价划分是理解多智能体能控性的一个很有效的概念。这促使本文考虑以下问题:给定信息

交换图G 的一个等价划分π,当领航者来自平凡或(和)非平凡胞腔的一部分时,系统能控性如何? 下面给

出了两个相关的性质。

设C1,…,Cr 表示与等价划分π 相关的所有平凡胞腔,其中1≤γ≤r-1,表示为Γi1,…,ij 􀰛Ci1 ∪ …

∪Cij
,∀i1,…,ij∈{1,…,γ},1≤j≤γ。可以看到Γi1,…,ij

是一个节点集,包含C1,…,Cr 中任意j个

胞腔中的节点。

命题1 如果从Γi1,…,ij
中选择任意一个节点作为领航者,则多智能体系统(1)是不能控的。

证明 为了简化命题1,不失一般性,本文假设i1=1,…,ij=j。在这种情况下,领航者从Γi1,…,ij
中选

择,因此,跟从者子图Gf 是由节点集Cj+1,…,Cγ 组成的诱导子图。因为C1,…,Cj 是同时从原始的信息交

换图G 中移除的,Gf 中的胞腔Cj+1,…,Cγ 被保存得很好。因此,Ck 中的每个节点在Ck
' 中都有相同数量

的邻居,其中∀k,k'∈{j+1,…,γ}。也就是说,Cj+1,…,Cγ 是Gf 的一个等价划分。因为C1,…,Cj 都是

平凡胞腔,所以G 和Gf 共享胞腔集 {Cj+1,…,Cγ}中的所有非平凡胞腔。根据引理1可得,这个系统是不

能控的。

注释1 命题1表明,当从非平凡胞腔中选择领航者时,多智能体系统是不能控的。

在命题1中,是从Γi1,…,ij
的一组平凡胞腔中选择领航者。在后续讨论中,本文考虑领航者也可以从非

平凡胞腔中选取的情况。要继续研究,此时需要回忆起两个结果。

假设π 是G 的一个等价划分,P 是π 对应的特征矩阵。设P- 为标准化的P,选择Q- 使T=[P-|Q-]是一

个标准正交矩阵。下面的引理是在[15,25]中推导出来的。

引理2[15,25] 如果图G 有一个非平凡等价划分(NEP)π,所对应的特征矩阵为P,则拉普拉斯矩阵L

3第6期 纪志坚:等价划分下多智能体系统能控性的一种判定方法  



相似于对角块矩阵

L- =TTLT=
LP 0

0 LQ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (4)

式中LP =P-TLP- ,LQ =Q-TLQ- ,并且T=[P-|Q-]定义了Rn 关于π 的一组标准正交基。

设Pf 为Gf 的一个等价划分πf 的特征矩阵。设P-f =Pf(PT
fPf)

-
1
2 和Q-f 为满足R(Q-f)=R(P-f)⊥ 的

矩阵。这样,Tf =[P-f|Q-f]是R
nf 相对于πf 的一个标准正交基。

引理3[15,25] 设Gf 为跟从者子图,Lf 是Gf 的拉普拉斯矩阵L 的对角子矩阵。如果Gf 中有一个非平

凡等价划分(NEP)πf ,并且G 中有一个划分π,这个πf 中的所有非平凡胞腔也是π 中的胞腔,那么

L-f =TT
fLfTf =

LfP 0

0 LfQ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (5)

式中Tf 是上面定义的矩阵。

引理4[15] 假设信息交换图G 是连通的,当且仅当L 和F 不共享任何共同的特征值时,多智能体系统

是能控的。

对于信息交换图G 的一个等价划分π,设C1,…,Cl 为非平凡胞腔,Cl+1,…,Cr 为平凡胞腔。设 {i1,
…,ih}是 {1,…,l}的任意子集,其中1≤i1≤…≤ih ≤l,1≤h≤l-1。并且,{i1,…,ih}中的元素个

数最多为l-1个。设 {j1,…,js}是 {l+1,…,r}的任意子集,其中l+1≤j1≤ … ≤js ≤r,1≤s≤
r-l。并且,s的最大值为r-l。在这种情况下,{j1,…,js}的最大集合与{l+1,…,r}重合。这与{i1,
…,ih}不同,{i1,…,ih}始终是{1,…,l}的一个子集。对于一个任意的固定索引集{i1,…,ih}和{j1,…,

js}。表示为

Xh,s 􀰛 (Ci1 ∪ … ∪Cih
)∪ (Cj1 ∪ … ∪Cjs

)。

接下来陈述以下结果。

定理1 如果节点集Xh,s 中所有的智能体都被选为领航者,那么可以构造出引理2和引理3中的正交

矩阵T 和Tf,使LfQ 和LfP 分别是LQ 和LP 的主子矩阵,其中LQ、LfQ、LP 和LfP 分别为式(4)和(5)中介绍

的对角块矩阵。

证明 为了简化陈述,本文对一个特殊的情况进行证明。一般的情况也可以用同样的方式来证明。

假设信息交换图G 有一个包含非平凡胞腔C1、C2、C3和平凡胞腔C4、C5、C6的等价划分π。现在,选择

胞腔C3 和C6 中的所有智能体作为领航者。在这种情况下,i1=3,j1=6,X1,1 􀰛Ci1 ∪Cj1
。

跟从者子图Gf 由胞腔C1、C2、C4和C5组成。此外,从等价划分的定义可知,C1、C2、C4和C5构成了Gf

的一个等价划分πf 。

对于等价划分πf ={Cf1,Cf2,Cf3,Cf4},其中Cf1=C1,Cf2=C2,Cf3=C4,Cf4=C5,πf 的特征矩阵

为Pf=[pf1,pf2,pf3,pf4]nf×rf
,其中nf 代表Gf 中的节点个数,rf 代表πf 中的胞腔个数。基于上述论证,

πf 中的所有非平凡胞腔也是π 中的胞腔,因此,根据引理3,可以构造出一个正交矩阵Tf 使式(5)成立。

结合Gf 的划分πf ,本文将G 的等价划分π 重新标记为Cl1􀰛C1,Cl2􀰛C2,Cl3􀰛C4,Cl4􀰛C5,Cl5􀰛
C3,Cl6 􀰛C6,也就是说,G 和Gf 共同的胞腔C1、C2、C4 和C5 在π 中以更高的优先级重新标记。于是,π
的特征矩阵为P=[p1,…,p6]n×r ,其中pi 对应于Cli ,n 代表G 中的节点数,r代表π 中的胞腔数,i=1,
…,6。

接下来,分析正交矩阵T 和Tf 的结构。注意到,T=[P-|Q-]、Tf =[P-f|Q-f],且P- 和P-f 分别是标准

化的P 和Pf 。那么P- 和P 具有相同的块结构,P-f 和Pf 也是如此。对于特征矩阵P 和Pf ,向量pi 和pfi

之间的关系如

pi=
pfi

0n-nf

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,i=1,2, (6)
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这是因为C1,C2都是π 和πf 的非平凡胞腔。由于p3和p4分别对应于平凡胞腔C4和C5,pf3和pf4

也是如此,所以得到

pj =
pf(j-1)

0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,j=3,4, (7)

式中0是一个具有相应的适当维数的向量。P- 和P-f 分别与P 和Pf 具有相同的块结构。对于P 和Pf 之间对

应的列向量,式(6)和(7)仍然成立。这样,我们可以构造矩阵P 和Pf ,使得

P- =
P-f 0

0T P-22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
, (8)

式中P-22 与π 和πf 不共享的胞腔相关联。同时,这也使得我们能够构造矩阵Q- 和Q-f 来实现

Q- =[Q-1|Q-2],Q
-
1=

Q-f

0

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
n×(nf-rf

)

。 (9)

更具体地,为了构造Q-1 和Q-f 使式(9)成立,可以首先考虑Qf ,然后对Qf 进行规范化,从而得到Q-f 和

Q-1。对于这里提到的特殊情况,Qf 可取为Qf =[Qf1,Qf2],且

Qfi=

0

Q~fi

0

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ni×(ni-1)

,i=1,2,

式中Qfi 对应于Cfi ,i=1,2。在Qfi 中,上、下两个部分是具有适当维数(可能是空的)的零矩阵,且Q~fi 为

Q~fi=
Ini-1

-1T
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
ni×(ni-1)

,

式中1∈R
ni-1

是每个元素都是1的向量,ni 是胞腔Cfi 中的节点数。记

LQ =Q-TLQ- 􀰛
LQ(1,1) LQ(1,2)

LQ(2,1) LQ(2,2)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,

式中LQ 是引理2中引入的矩阵。根据式(9),

LQ(1,1)=Q-T1LQ
-
1= Q-Tf 0T[ ] (nf-rf

)×n

Lf Lfl

LT
fl Ll

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Q-f

0

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
n×(nf-rf

)

=Q-TfLfQ
-
f

=LfQ,

即,LfQ 是LQ 的一个主子矩阵。

为了证明LfQ 是LP 的一个主子矩阵,需要重新回顾式(8)。记

LP 􀰛
LP(1,1) LP(1,2)

LP(2,1) LP(2,2)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。

既然

LP =P-TLP- =
P-Tf 0T

0 P-T22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Lf Lfl

LT
fl Ll

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

P-f 0

0T P-22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

由此得出

LP(1,1)=P-TfLfP
-
f =LfP ,

即,LfP 是LP 的一个主子矩阵。

例1 下面这个例子被用来验证定理1的证明思路。假设G 的等价划分π 的胞腔为C1,…,C5,其中C1

={v1,v2},C2={v3,v4},C3={v5,v6},C4={v7},C5={v8}。选择胞腔C3={v5,v6}中的节点为领
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航者。特征矩阵P 和Pf 分别为

P=

1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,Pf =

1 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

,

因此,正交矩阵T=[P-|Q-]和Tf =[P-f|Q-f]可以构造如

P- =

1/ 2 0 0 0 0

1/ 2 0 0 0 0

0 1/ 2 0 0 0

0 1/ 2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1/ 2

0 0 0 0 1/ 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

,Q- =

-1/ 2 0 0

1/ 2 0 0

0 -1/ 2 0

0 1/ 2 0

0 0 0

0 0 0

0 0 -1/ 2

0 0 1/ 2

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú
n×(n-r)

,

P-f =

1/ 2 0 0 0

1/ 2 0 0 0

0 1/ 2 0 0

0 1/ 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
nf×rf

,Q-f =

-1/ 2 0

1/ 2 0

0 -1/ 2

0 1/ 2

0 0

0 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
nf×(nf-rf

)

。

可以看出

Q- = Q-1 Q-2[ ] ,Q-1=
Q-f

0

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

和P- =
P-f 0

0T P-22

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
,

由上述矩阵之间的关联,可以看到,定理1成立。

注释2 给定G 的等价划分π,是否存在一种识别领航者的方法,从而使相关的多智能体系统不是能控

的。定理1提出了一种方法来处理这个问题。例如,可以利用定理1来讨论下面推论1中的能控性问题。

此外,定理1的证明是构造性的,在证明过程中,蕴含了网络图拓扑结构的划分、领航者的选取和能控性是否

成立这三者之间的重要关系,这为将来构造或设计能控或不能控的拓扑结构提供了一个值得借鉴的尝试途

径。这也是定理1提出来的方法的一个主要优势。

推论1 当节点集Xh,s 中的所有智能体都被选为领航者时,如果G 和Gf 上分别存在等价划分π 和

πf ,使得π 和πf 共享所有的非平凡胞腔,则多智能体系统是不能控的。

证明 由定理1的证明可知,当G 和Gf 共享所有非平凡胞腔时,矩阵Q- 只包含Q-1。在这种情况下,式

(9)精简为

Q- =Q-1,Q
-
1=

Q-f

0

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
n×(nf-rf

)

,
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可得到

LQ =Q-TLQ- =Q-T1LQ
-
1=

Q-f

0

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

T

L
Q-f

0

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
=Q-TfLfQ

-
f =LfQ,

然后,再结合式(4)和(5),就意味着,L和Lf 有共同的特征值。根据引理4可得,多智能体系统是不能控的。

注释3 与引理1不同,推论1清楚地给出了使多智能体能控的领航者选择方法。

4 结论

在本文中,我们主要研究了图划分下的多智能体系统能控性的判定问题。基于等价划分,文中得到了多

智能体系统能控性的一种判定方法。在智能体之间信息交换图的基础上,分析了当平凡或(和)非平凡胞腔

进入领航者节点集合时,多智能体系统能控性的变化情况。此外,我们还给出了分块矩阵的主子阵的构造方

法,进而得到了通过选取合适的领航者使得系统能控的方法。文中通过识别领航者使得系统不可控,清楚地

给出了使多智能体能控的领航者选择方法,为判定多智能体系统的分布式能控性提供了一个可供借鉴的新

方法。

参 考 文 献

[1] KALMANRE,HOYC,NARENDRAKS.Controllabilityoflineardynamicalsystems[J].ContributionstoDifferentialEquations,

1963,37(3):189-213.

[2] CHAOYC,JIZJ.Necessaryandsufficientconditionsformulti-agentcontrollabilityofpathandstartopologiesbyexploringtheinfor-

mationofsecond-orderneighbours[J].IMAJournalofMathematicalControlandInformation,2021,38:1-14.

[3] JIZJ,WANGZD,LINH,etal.Controllabilityofmulti-agentsystemswithtime-delayinstateandswitchingtopology[J].Internation-

alJournalofControl,2010,83(2):371-386.

[4] LIUXZ,JIZJ.Controllabilityofmulti-agentsystemsbasedonpathandcyclegraphs[J].InternationalJournalofRobustandNonlinear

Control,2017,28(1):296-309.

[5] JIZJ,LINH,CAOSB,etal.Thecomplexityincompletegraphiccharacterizationsofmultiagentcontrollability[J].IEEETransac-

tionsonCybernetics,2021,51(1):64-76.

[6] WANGYP,XIANGJ,LIYJ,etal.Controllabilityofdynamic-edgemulti-agentsystems[J].IEEETransactionsonControlofNet-

workSystems,2018,5(3):857-867.

[7] 张志伟,纪志坚.有向路径下的一类多智能体系统的能控性分析[J].复杂系统与复杂性科学,2022,19(2):63-70.

[8] LIUYY,SLOTINEJJ,BARABÁSIAL.Controllabilityofcomplexnetworks[J].Nature,2011,473(10):167-173.

[9] ZHUJW,ZHOUQQ,WULB,etal.Topologyreconstructionbasedfaultidentificationforuncertainmulti-agentsystemswithappli-

cationtomulti-axismotioncontrolsystem[J].AppliedMathematicsandComputation,2021,399:1-15.

[10]杜向阳,李伟勋,陈增强,等.非线性耦合多智能体系统组编队跟踪控制[J].复杂系统与复杂性科学,2022,19(4):72-79.

[11]LIUB,HANY,JIANGFC,etal.Groupcontrollabilityofdiscrete-timemulti-agentsystems[J].JournaloftheFranklinInstitute,

2016,353:3524-3559.

[12]LIUB,SUHS,WULC,etal.Anewperspectivetoalgebraiccharacterizationoncontrollabilityofmultiagentsystems[J].Complexity,

2020(20):1-12.

[13]闫晓雪,纪志坚.社交网络中多领航者观点的博弈建模分析[J].复杂系统与复杂性科学,2022,19(1):20-26.

[14]TANNERHG.Onthecontrollabilityofnearestneighborinterconnections[C].∥Proceedingsofthe43rdIEEEConferenceonDecision

andControl,2004

[15]JIM,EGERSTEDTM.Agraphtheoreticcharacterizationofcontrollabilityformulti-agentsystems[C].∥Proceedingsofthe2007A-

mericanControlConference,2007.

[16]JIZJ,WANGZD,LINH,etal.Interconnectiontopologiesformulti-agentcoordinationunderleader-followerframework[J].Auto-

matica,2009,45(12):2857-2863.

[17]JIZJ,LINH,YUHS.Protocolsdesignanduncontrollabletopologiesconstructionformulti-agentnetworks[J].IEEETransactionson

AutomaticControl,2015,60(3):781-786.

7第6期 纪志坚:等价划分下多智能体系统能控性的一种判定方法  



[18]CAIN,ZHONGYS.Formationcontrollabilityofhighorderlineartime-invariantswarmsystems[J].IETControlTheoryApplications,

2010,4:646-654.

[19]ZHAOB,GUANYQ,WANGL.Controllabilityimprovementformulti-agentsystems:leaderselectionandweightadjustment[J].In-

ternationalJournalofControl,2016,89(10):2008-2018.

[20]LOUYC,HONGYG.Controllabilityanalysisofmulti-agentsystemswithdirectedandweightedinterconnection[J].International

JournalofControl,2012,85(10):1486-1496.

[21]ZHANGS,CAOM,CAMLIBELMK.Upperandlowerboundsforcontrollablesubspacesofnetworksofdiffusivelycoupledagents[J].

IEEETransactionsonAutomaticControl,2014,59(3):745-750.

[22]GUANYQ,JIZJ,ZHANGL,etal.Controllabilityofmulti-agentsystemsunderdirectedtopology[J].InternationalJournalofRobust

andNonlinearControl,2017,27(18):4333-4347.

[23]JIZJ,LINH,YUHS.Leadersinmulti-agentcontrollabilityunderconsensusalgorithmandtreetopology[J].Systems&ControlLet-

ters,2012,61(9):918-925.

[24]JIZJ,CHENTW,YUHS.Adesignmethodforcontrollabletopologiesofmulti-agentnetworks[C].∥Proceedingsofthe35thChi-

neseControlConference,2016:7578-7584.

[25]RAHMANA,JIM,MESBAHIM,etal.Controllabilityofmulti-agentsystemsfromagraph-theoreticperspective[J].SIAMJournal

onControlandOptimization,2009,48(1):162-186.

[26]CAOM,ZHANGS,CAMLIBELMK.Aclassofuncontrollablediffusivelycoupledmulti-agentsystemswithmulti-chaintopologies[J].

IEEETransactionsonAutomaticControl,2013,58(2):465-469.

[27]EGERSTEDTM,MARTINIS,CAOM,etal.Interactingwithnetworks:Howdoesstructurerelatetocontrollabilityinsingle-leader,

consensusnetworks? [J].IEEEControlSystemsMagazine,2012,32(4):66-73.

[28]CARDOSODM,DELORMEC,RAMAP.Laplacianeigenvectorsandeigenvaluesandalmostequitablepartitions[J].EuropeanJournal

ofCombinatorics,2007,28(3):665-673.

[29]MARTINIS,EGERSTEDTM,BICCHIA.Controllabilityanalysisofmulti-agentsystemsusingrelaxedequitablepartitions[J].Inter-

nationalJournalofSystemsControlandCommunications,2010,2(1):100-121.

[30]SUM M,JIZJ,LIUYG,etal.Improvedmulti-agentcontrollabilityprocessingtechniquebasedonequitablepartition[J].ISATrans-

actions,2023.DOI:10.1016/j.isatra.2023.03.004.

[31]刘萌萌,纪志坚,刘允刚,等.基于等势节点的能控图的构造[J/OL].系统科学与数学,2023.https:∥kns.cnki.net/kcms/detail/11.

2019.O1.20230419.1620.002.html.

[32]GUOJH,JIZJ,LIUYG,etal.Unifiedunderstandingandnewresultsofcontrollabilitymodelofmulti-agentsystems[J].Interna-

tionalJournalofRobustandNonlinearControl,2022,32(11):6330-6345.

[33]LUZ,ZHANGZ,JIZJ.Strongtargetedcontrollabilityofmulti-agentsystemswithtime-varyingtopologiesoverfinitefields[J].Auto-

matica,2022,142:110404.

[34]SHABBIRM,ABBASW,YAZICIOGLUAY,etal.Computationofthedistance-basedboundonstrongstructuralcontrollabilityin

networks[J].IEEETransactionsonAutomaticControl,2023,68(3):1768-1775.

[35]ABBASW,SHABBIRM,YAZICIOGLUY,etal.EdgeaugmentationwithcontrollabilityconstraintsindirectedLaplaciannetworks

[J].IEEEControlSystemsLetters,2022,6:1106-1111.

(责任编辑:刘庆松)

8  聊 城 大 学 学 报(自 然 科 学 版) 第1卷


