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摘　要　在线分布式优化是通过多智能体之间有效的协调合作以实现实时优化的任务，其在多无人系统实

时编队跟踪、大规模分布式机器学习、传感器网络的动态参数估计等领域中有着广泛的应用。分别从决策空

间、性能指标、信息反馈模型等角度对近年来国内外在线分布式优化的代表性研究工作进行了梳理和总结，

着重从算法设计思路和收敛性结果两个角度进行了剖析，同时也指出不同算法的优势和不足。最后，对在线

分布式优化算法的应用进行了简单讨论并对全文进行了总结和展望。
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１　引言

近年来，多智能体系统技术作为改变未来社会生活方式和战争规则的颠覆性技术在世界范围内得到快

速发展，不仅成为当前国际学术界和产业界的研究热点，而且已经上升为我国国家战略的核心内容。多智能

体系统（Ｍｕｌｔｉ－Ａｇｅｎｔ　Ｓｙｓｔｅｍｓ）是由一群具备一定的感知、通信、计算和执行能力的智能体通过通讯等方式

关联成的一个网络系统［１，２］。而分布式优化是通过多智能体之间的协调合作有效地实现优化的任务。与传

统集中式优化相比，分布式协同优化是一种“去中心”的优化算法，不需要一对一的全局通信，每个智能体只

需与其相邻智能体进行信息交换。因此，可以用来解决许多传统集中式算法难以胜任的大规模复杂的优化

问题。近十年来，因在机器学习、智能电网、传感器网络等诸多领域的广泛应用，分布式优化研究得到了越来

越多国内外学者的广泛关注，是当今系统控制重要前沿发展方向之一［３－１２］。

分布式优化问题在优化领域由来已久。早在２０世纪８０年代，麻省理工学院Ｊｏｈｎ　Ｎ．Ｔｓｉｔｓｉｋｌｉｓ，Ｄｉｍｉｔｒｉ

Ｐ．Ｂｅｒｔｓｅｋａｓ等教授在文献［３］中提出了分布式优化理论的计算框架。基于此开创性工作，Ａｎｇｅｌｉａ　Ｎｅｄｉｃ教

授和Ａｓｕｍａｎ　Ｏｚｄａｇｌａｒ教授首次在多智能体系统一致性框架下研究分布式优化问题，并提出了著名的分布

式次梯度算法［４］。此算法由两部分构成：局部优化和一致性计算，前者是每个智能体使用次梯度算法来优化

其自身的目标函数，而后者是用一致性算法来协调每个智能体和其相邻智能体的信息，以保持状态一致。基

于此工作，近年来国内外学者在分布式优化上取得了大量重要的研究成果，并见刊于系统控制领域国内外权

威刊物和会议上［５－１２］。

在线分布式优化的研究近年来得到了国内外学者的广泛关注。与离线分布式优化不同的是，在线分布

式优化具有如下特征：（１）优化目标不同：在线分布式优化中，智能体的目标函数是时变的，其产生甚至可以

基于智能体历史的决策信息和损失函数信息；而离线分布式优化中，智能体的目标函数是固定不变的；

（２）性能指标不同：在分析在线分布式优化算法的性能时，通常将网络中的任意一个智能体的决策序列在所

有损失函数上产生的损失与最优决策所产生的损失相比较，其差值称为遗憾（Ｒｅｇｒｅｔ）；而离线分布式优化是

最小化智能体的状态序列与最优值之差。因此，在线分布式优化是离线分布式优化的延伸和拓展。在线分

布式优化根据决策空间类型可以分为一般凸集约束和不等式约束；根据信息反馈模型的不同可以分为完全

信息下在线分布式优化和Ｂａｎｄｉｔ信息下在线分布式优化。本文将从决策空间、信息反馈模型这两个角度对

在线分布式优化算法的最新研究成果进行总结，着重讨论算法的设计思路、参数设计以及收敛性分析结果，

并对不同算法的优势和不足进行剖析。

本文结构安排如下：第２节介绍了在线分布式优化问题的模型和性能指标；第３节梳理了现有在线分布

式优化相关的代表性算法及其收敛性结果；第４节简单讨论了在线分布式优化算法的应用；第５节对全文进

行总结并浅析未来可能的研究方向。

下面介绍本文的记号。Ｒ ，Ｒ＋ ，Ｒｄ分别表示实数空间，正实数空间和ｄ维欧氏空间。对向量ｘ∈Ｒｄ ，

［ｘ］ｉ 表示向量ｘ的第ｉ个元素，ｘＴ 表示其转置，ｘ １，ｘ ２，ｘ ! ，ｘ ｐ（ｐ≥１）分别表示其１－范数，２－
范数，无穷范数和ｐ －范数。Ｐ［］ｉｊ 表示矩阵Ｐ 第ｉ行第ｊ列的元素。记Ｂ（ａ，ｒ）＝ ｘ∈Ｒｄ：ｘ－ａ ≤ｒ｛ ｝。

ＰｒｏｊＸ［·］为欧几里得投影，其定义为ＰｒｏｊＸ［ｚ］＝ａｒｇ　ｍｉｎｘ∈Ｘ ｘ－ｚ　２２。为了方便讨论简要介绍凸集和凸函

数的定义。令集合Ｘ Ｒｄ ，如果对于任意的ｘ，ｙ∈Ｘ 和０≤θ≤１有θｘ＋（１－θ）ｙ∈Ｘ ，则称Ｘ 为凸

集。令ｆ（ｘ）：Ｘ →Ｒ ，如果对于任意的ｘ，ｙ∈Ｘ 和０≤θ≤１有ｆ（θｘ＋（１－θ）ｙ）≤θｆ（ｘ）＋（１－θ）ｆ（ｙ）

，则称ｆ（ｘ）为凸函数。对于凸函数ｆ（ｘ），下列一阶条件成立：对于任意的ｘ，ｘ－ ∈Ｘ ，ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ－）＋ｇ
（ｘ－）Ｔ（ｘ－ｘ－），其中ｇ（ｘ－）∈ｆ（ｘ－），而ｆ（ｘ－）为ｆ（ｘ）在ｘ－ 点的所有次梯度的集合（当ｆ（ｘ）可微时，

ｆ（ｘ－）＝｛"ｆ（ｘ－）｝）。如果对于任意的ｘ，ｘ－ ∈Ｘ 存在常数σ＞０使得ｆ（ｘ）≥ｆ（ｘ－）＋ｇ（ｘ－）Ｔ（ｘｘ－）

＋σ２ ｘ－ｘ－ ２
２，则称ｆ（ｘ）是强凸函数。如果凸函数ｆ（ｘ）具有Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续梯度，即对于任意ｘ，ｘ－ ∈
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Ｘ 存在常数Ｌ ＞０使得 "ｆ（ｘ）－"ｆ（ｘ－）２ ≤Ｌ　ｘ－ｘ－ ２，那么ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ－）＋ｇ（ｘ－）Ｔ（ｘ－ｘ－）＋
Ｌ
２

ｘ－ｘ－ ２
２。

２　模型与性能指标

２．１　模型

在线分布式优化以多智能体系统为框架。多智能体系统是一群具有一定感知、计算和通信能力的个体

组成的网络系统。一般地，多智能体系统在ｔ时刻的拓扑结构或信息分享模型可以由有向图Ｇｔ＝（Ｖ，Ｅｔ，

Ｐｔ）表示，其中Ｖ＝｛１，２，…，Ｎ｝为顶点（智能体）集合，ＥｔＶ×Ｖ 为ｔ时刻的边集，Ｐｔ＝ ［Ｐｔ］ｉｊ（ ）Ｎ×Ｎ 为ｔ
时刻的权重矩阵，它刻画了ｔ时刻智能体之间的信息分享关系。下面介绍两种经典的网络拓扑，它们广泛地

应用于在线分布式优化算法的设计和研究中。

（１）无向连通固定拓扑［７，１２］：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ，Ｐ）为无向图，其中Ｅ为固定边集，Ｐ＝ ［Ｐ］ｉｊ（ ）Ｎ×Ｎ 为固定的权

重矩阵。无向图意味着对于任意的两个智能体ｉ，ｊ∈Ｖ ，（ｉ，ｊ）∈Ｅ当且仅当（ｊ，ｉ）∈Ｅ ；而图是连通的意

味着对于任意的两个智能体ｉ和ｊ之间都存在一条路径。一般对权重矩阵做如下假设

（ｉ）对任意的ｉ，ｊ∈Ｖ ，［Ｐ］ｉｊ ≥０；

（ｉｉ）当 （ｉ，ｊ）∈Ｅ 有 ［Ｐ］ｉｊ ＞０；当 （ｉ，ｊ）Ｅ 有 ［Ｐ］ｉｊ＝０；

（ｉｉｉ）Ｐ为双随机矩阵，即Ｐ１Ｎ ＝１Ｎ，１ＴＮＰ＝１ＴＮ ，其中１Ｎ ＝（１，…，１）Ｔ ∈ＲＮ 。

在此假设下，权重矩阵Ｐ的第二大奇异值小于１，即σ２（Ｐ）＜１，它决定了一致性收敛速度的快慢。

（２）一致联合强连通切换拓扑［４，９］：存在一个固定的正整数 Ｂ 使得对于所有的ｋ ≥ ０ 有

Ｖ，ＥｋＢ ∪ＥｋＢ＋１ ∪ … ∪Ｅ（ｋ＋１）Ｂ－１（ ）是强连通的，即图中的任意两个顶点之间存在有向路径。针对此拓扑，

一般对权重矩阵做如下假设

（ｉ）对任意的ｉ∈Ｖ 有 ［Ｐｔ］ｉｉ ≥β＞０；

（ｉｉ）当 （ｉ，ｊ）∈Ｅｔ 有 ［Ｐｔ］ｉｊ ≥β＞０；当 （ｉ，ｊ）Ｅｔ 有 ［Ｐｔ］ｉｊ＝０；

（ｉｉｉ）Ｐｔ 为双随机矩阵。

定义矩阵Ｑｔ→ｓ＝ＰｔＰｔ－１…Ｐｓ＋１Ｐｓ ，ｔ≥ｓ≥１，且Φｔ→ｔ＝Ｐｔ ，有

Ｑｔ→ｓ［ ］ｉｊ－
１
Ｎ ≤ １－ β

４　Ｎ２（ ）
ｔ－ｓ
Ｂ －２

， ｉ，ｊ∈Ｖ 。

在线分布式优化可视为多智能体系统和环境／对手的博弈。一般来说，它由以下几步构成

（１）智能体ｉ∈Ｖ 在ｔ（ｔ＝１，２，…，Ｔ）时刻做出决策ｘｉ（ｔ）∈Ｘ Ｒｄ ；

（２）环境／对手透露关于损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）：Ｘ →Ｒ 的信息并遭受损失ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））；

（３）智能体ｉ与其相邻智能体进行信息交互并基于环境／对手反馈的信息做出下一步决策ｘｉ（ｔ＋１）。

一般地，从决策空间角度而言，可分为凸集约束和不等式约束。需要指出的是，本文所讨论的算法都假

设决策空间具有有限直径，即ｍａｘｘ，ｙ∈Ｘ ｘ－ｙ ２ ≤Ｄ 。从信息反馈角度而言，可分为两种经典反馈方式：

（１）完全信息反馈［１３，１４］：智能体ｉ∈Ｖ 在ｔ时刻做完决策后，环境／对手将损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）的完全信息

反馈给智能体ｉ。因此，在算法设计时可以使用损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）的梯度甚至 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵，即 "２ｌｉ，ｔ（ｘ）。

（２）（Ｂａｎｄｉｔ信息反馈［１５－１７］：智能体ｉ∈Ｖ在ｔ时刻做完决策后，环境／对手只将决策点ｘｉ（ｔ）（或决策点

附近ｘ
～

ｉ（ｔ））上产生的损失值ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））（ｌｉ，ｔ（ｘ
～

ｉ（ｔ）））反馈给智能体ｉ。因此，在算法设计时一般采用以

下两种梯度估计器

（１）单点梯度估计器（Ｏｎｅ－Ｐｏｉｎｔ　Ｇｒａｄｉｅｎｔ　Ｅｓｔｉｍａｔｏｒ）［１５］

ｇＯＰｉ，ｔ ＝
ｄ
εｔ
ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）＋εｔｕｉ（ｔ））ｕｉ（ｔ），
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（２）两点梯度估计器（Ｔｗｏ－Ｐｏｉｎｔ　Ｇｒａｄｉｅｎｔ　Ｅｓｔｉｍａｔｏｒ）［１６，１７］

ｇＴＰｉ，ｔ ＝
ｄ
２εｔ
ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）＋εｔｕｉ（ｔ））－ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）－εｔｕｉ（ｔ））（ ）ｕｉ（ｔ），

式中εｔ ＞０为探索参数，ｕｉ（ｔ）∈Ｒｄ 为服从某种概率分布的随机探索向量。

２．２　性能指标

２．２．１　静态遗憾。一般用静态遗憾来评价在线分布式优化算法性能的优劣。它的定义为：网络中任意智能

体ｉ ∈ Ｖ 的 决 策 序 列 ｘｉ（１），ｘｉ（２），…，ｘｉ（Ｔ）｛ ｝在 所 有 智 能 体 所 有 时 刻 的 损 失 函 数 上

ｌｊ，１（ｘ），ｌｊ，２（ｘ）…，ｌｊ，Ｔ（ｘ）｛ ｝Ｎｊ＝１ 产生的损失与最优决策在所有损失函数上产生的损失之间的差值，其数学

形式为

Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘｉ（ｔ）（ ）－∑

Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ＊

Ｔ（ ），

式中ｘ＊
Ｔ ＝ａｒｇｍｉｎ

ｘ∈Ｘ ∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ（）。一般地，要求所设计的在线分布式优化算法的静态遗憾相较于Ｔ 是次线

性增长的，即ｌｉｍ
Ｔ→!

Ｒｅｇｉ（Ｔ）
Ｔ ＝０，ｉ∈Ｖ ，记为Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝ｏ（Ｔ）。

２．２．２　动态遗憾。动态遗憾是一种更严格的性能指标［１８－２１］，它要求每个时刻智能体的决策向量与当前时刻

网络所有损失函数的最优决策相比较，其形式为

ＲｅｇＤｉ（Ｔ）＝∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘｉ（ｔ）（ ）－∑

Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ＊

ｔ（ ），

式中ｘ＊
ｔ ＝ａｒｇｍｉｎ

ｘ∈Ｘ ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ（）。不难验证，Ｒｅｇｉ（Ｔ）≤ＲｅｇＤｉ（Ｔ）。

２．２．３　复合遗憾。当智能体ｉ∈Ｖ在ｔ时刻的目标函数由损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）和正则项ｒｉ（ｘ）：Ｘ→Ｒ组成时，

需要引入复合遗憾来刻画算法的性能，即

ＲｅｇＣｉ（Ｔ）＝∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘｉ（ｔ）（ ）＋ｒｊ ｘｉ（ｔ）（ ）（ ）－∑

Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ＊

Ｔ（ ）＋ｒｊ ｘ＊
Ｔ（ ）（ ），

式中ｘ＊
Ｔ ＝ａｒｇｍｉｎ

ｘ∈Ｘ ∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｌｊ，ｔｘ（）＋ｒｊ ｘ（）（ ）。正则项的引入常常用来对解的结构进行控制，比如，通过设定

ｒｉ（ｘ）＝ｃｉ‖ｘ‖１（ｃｉ ＞０）以得到稀疏解。

２．２．４　累加约束违反度。当决策空间是一组不等式约束时，即Ｘ＝ ｈｓ（ｘ）≤０，ｓ＝１，…，Ｍ｛ ｝，其中ｈｓ（ｘ）

是凸函数。智能体无法在每一个时刻计算决策向量到决策空间Ｘ 的精确投影。因此，需要引入累加约束违

反度（Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　Ｖｉｏｌａｔｉｏｎ）来刻画所有智能体的决策向量在所有不等式约束上产生的偏差值

ＣＣＶ（Ｔ）＝ ∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｍ

ｓ＝１
ｈｓｘｊ（ｔ）（ ）［ ］＋ ，

式中 ［ｚ］＋＝ｍａｘ｛０，ｚ｝。ＣＣＶ存在正负相抵消的情况，因此考虑一种更严格的指标，即累加绝对约束违反

度（Ｃｕｍｕｌａｔｉｖｅ　Ａｂｓｏｌｕｔｅ　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　Ｖｉｏｌａｔｉｏｎ）

ＣＡＣＶ（Ｔ）＝∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
∑
Ｍ

ｓ＝１
ｈｓｘｊ（ｔ）（ ）［ ］＋ 。

相较于凸集决策空间情形，不仅要求所设计的算法的遗憾是次线性增长的，而且累加（绝对）约束违反度

也需要是次线性增长的，即ＣＣＶ（Ｔ）＝ｏ（Ｔ）或ＣＡＣＶ（Ｔ）＝ｏ（Ｔ）。

３　算法设计

本节回顾现有经典的在线分布式优化算法，并对算法的设计思路和收敛性结果进行总结。
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３．１　在线分布式次梯度算法

文献［２２］提出了完全信息反馈下的在线分布式次梯度算法，它可视为分布式次梯度法［４］的在线版本，也

可视为在线学习中在线梯度下降法［１４］的分布式版本

ｙｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊｘｊ（ｔ）－ηｔｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）），

ｘｊ（ｔ＋１）＝ＰｒｏｊＸ ｙｉ（ｔ＋１）［ ］。
（１）

在算法中，智能体的初始决策设置为ｘｉ（１）∈Ｘ，ｉ∈Ｖ ；Ｐ为权重矩阵；ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））∈ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））

为损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）在ｘｉ（ｔ）点任意一个次梯度，当损失函数可微时有ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））＝｛"ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））｝；ηｔ是

ｔ时刻的学习率。

算法（１）分为两部分：第一部分是一致性，其作用是使智能体之间的决策趋于一致；第二部分是局部在线

优化，每个智能体在ｔ时刻使用次梯度法对损失函数ｌｉ，ｔ（ｘ）进行优化，并将向量投影至决策空间Ｘ 得到下

一步决策ｘｉ（ｔ＋１）。文献［２２］证明：当损失函数是凸函数时，通过设置学习率为ηｔ ＝Ｏ
１

槡ｔ（ ）可以得到
Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ 槡Ｔ（ ）；当损失函数满足强凸条件时，通过设置学习率为ηｔ ＝Ｏ １

σｔ（ ）可以得到Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝
Ｏ（ｌｎ（Ｔ））。需要指出的是，文献［２２］同时刻画了静态遗憾与网络拓扑之间的关系。

３．２　在线分布式对偶平均算法

文献［２３，２４］提出了完全信息反馈下的在线分布式对偶平均算法，它是经典的分布式对偶平均算法［１２］

的在线推广

ｚｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊｘｊ（ｔ）＋ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）），

ｘｉ（ｔ＋１）＝∏ψ

Ｘ ｚｉ（ｔ＋１），ηｔ（ ），

ｘ＾ｉ（ｔ＋１）＝
１

ｔ＋１∑
ｔ＋１

ｓ＝１
ｘｉ（ｓ）。

（２）

在算法中，智能体的初始决策设置为ｘｉ（１）∈Ｘ，ｉ∈Ｖ ；∏ψ

Ｘ
·（）为到集合Ｘ 的近端投影算子，其

定义为

∏ψ

Ｘ ｚ，η（ ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ｚＴｘ＋
１
ηψ
（ｘ）｛ ｝，

式中ψ（ｘ）：Ｘ →Ｒ是近端函数，满足强凸性，ψ（ｘ）≥０和ψ（０）＝０。文献［２３］证明当ψ（ｘ）有界且选取ηｔ

＝Ｏ
１

槡ｔ（ ）时，算法（２）产生的历史平均决策序列 ｘ＾ｉ（ｔ）｛ ｝Ｔｔ＝１ 满足Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ 槡Ｔ
１－σ２ Ｐ（）（ ）。

３．３　在线分布式镜面下降算法

文献［２５］提出了时变切换拓扑下的离线分布式镜面下降算法，在此基础上，文献［２６］考虑了在线分布式

复合优化问题并设计在线分布式复合镜面下降算法。下面首先给出在线分布式镜面下降算法的具体形式以

及相关理论结果

"Φ（ｙｉ（ｔ））＝"Φ（ｘｉ（ｔ））－ηｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）），

ｚｉ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ＤΦ（ｘ‖ｙｉ（ｔ）），

ｘｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｚｊ（ｔ＋１）。

（３）

在算法中，智能体的初始决策设置为ｘｉ（１）∈Ｘ，ｉ∈Ｖ ；Φ：Ｒｄ →Ｒ为距离产生函数，满足可微性和
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强凸性；ＤΦ（ｘ‖ｙ）＝Φ（ｘ）－Φ（ｙ）－"Φ（ｙ）Ｔ（ｘ－ｙ）为Ｂｒｅｇｍａｎ散度。算法（３）前两行亦可以写成

ｚｉ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ＤΦ（ｘ‖ｙｉ（ｔ））＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

Φ（ｘ）－"Φ（ｙｉ（ｔ））Ｔｘ｛ ｝

＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

Φ（ｘ）－（"Φ（ｘｉ（ｔ））－ηｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ）））
Ｔｘ｛ ｝

＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ηｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））
Ｔｘ＋ＤΦ（ｘ‖ｘｉ（ｔ））｛ ｝。

下面给出两种经典的距离产生函数选取方案以及相应的算法。

（ｉ）Φ（ｘ）＝
１
２
ｘ　２２，其对应的Ｂｒｅｇｍａｎ散度为ＤΦ（ｘ‖ｙ）＝

１
２
ｘ－ｙ　２２。不难证明，在此情形下算法

（３）的形式为

ｚｉ（ｔ＋１）＝ＰｒｏｊＸ ｘｉ（ｔ）－ηｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））［ ］，

ｘｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｚｊ（ｔ＋１），

其形式和在线分布式次梯度算法（１）极为相似，其区别在于一致性算法和在线局部优化算法的先后顺序不

同。

（ｉｉ）Φ（ｘ）＝∑
ｄ

ｉ＝１

［ｘ］ｉｌｎ（［ｘ］ｉ），决策空间为Ｘ＝Δｄ ＝ ｛ｘ∈Ｒｄ：∑
ｄ

ｉ＝１
［ｘ］ｉ＝１，［ｘ］ｉ≥０，ｉ＝１，…，ｄ｝

，其对应的Ｂｒｅｇｍａｎ散度为ＤΦ（ｘ‖ｙ）＝∑
ｄ

ｉ＝１

［ｘ］ｉｌｎ
ｘ［］ｉ
ｙ［］ｉ（ ），又称为Ｋｕｌｌｂａｃｋ－Ｌｅｉｂｌｅｒ散度。在此设定下，

算法（３）形式为

［ｚｉ（ｔ＋１）］ｓ＝
［ｘｉ（ｔ）］ｓｅｘｐ（－η［ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））］ｓ）

∑
ｄ

ｊ＝１
［ｘｉ（ｔ）］ｊｅｘｐ（－η［ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））］ｊ）

，ｓ＝１，…，ｄ，

ｘｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｚｊ（ｔ＋１），

式中ｅｘｐ（ｓ）＝ｅｓ 。

因此，在线分布式次梯度算法可以视为算法（３）的特例。同时，对于一些具有特殊结构的决策空间Ｘ ，

计算欧几里得投影是极其困难甚至不可行的［２７，２８］，而在线分布式镜面下降算法可以有效的利用决策空间的

几何特性，得到更简单的算法更新方式，大大降低了计算复杂度。结合文献［２５］和文献［２６］的理论证明结

果，不难证明：当损失函数为凸函数时，通过设置学习率为η＝Ｏ
１

槡Ｔ（ ）可以得到Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ 槡Ｔ（ ）。

文献［２６］进一步地研究了在线分布式复合优化问题并提出了如下完全信息反馈下的在线分布式复合镜

面下降算法

ｚｉ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））Ｔｘ＋ｒ（ｘ）＋
１
η
ＤΦ（ｘ‖ｘｉ（ｔ））｛ ｝，

ｘｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｚｊ（ｔ＋１）。

（４）

在算法中，考虑了所有正则函数相同的情形，即ｒｉ（ｘ）＝ｒ（ｘ），ｉ∈Ｖ 。需要注意的是，算法设计中并

没有简单的将ｌｉ，ｔ（ｘ）＋ｒ（ｘ）视为一个整体并对其使用镜面下降算法，因为对ｒ（ｘ）进行线性化会破坏期望

的解的结构，比如，ｒ（ｘ）＝ｃ‖ｘ‖１（ｃ＞０）。文献［２６］证明了当选取学习率为η＝Ｏ
１

槡Ｔ（ ）时，有ＲｅｇＣｉ（Ｔ）
＝Ｏ 槡Ｔ（ ）。在Ｂａｎｄｉｔ信息反馈下，文献［２６］提出了基于两点梯度估计器的在线分布式复合镜面下降算法
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ｚｉ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈（１－ξ）Ｘ

ｇＴＰｉ，ｔ （ｘｉ（ｔ））Ｔｘ＋ｒ（ｘ）＋
１
η
ＤΦ（ｘ‖ｘｉ（ｔ））｛ ｝，

ｘｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｚｊ（ｔ＋１），

（５）

式中 （１－ξ）Ｘ＝ （１－ξ）ｘ：ｘ∈Ｘ｛ ｝为收缩的决策空间，其作用是保证观测点ｘｉ（ｔ）±εｔｕｉ（ｔ）在决策空间

Ｘ 内。值得注意的是，在Ｂａｎｄｉｔ信息反馈下一般对决策空间Ｘ 做如下进一步的假设

Ｂ（０，ｒ）Ｘ Ｂ（０，Ｒ），０＜ｒ≤Ｒ ＜ !，

基于此假设并选取探索参数εｔ＝ε＝ξｒ＝Ｏ
１

槡Ｔ（ ）和η＝Ｏ １

槡ｄ　Ｔ（ ），有
ＲｅｇＣｉ（Ｔ）＝

Ｏ 槡ｄ Ｔ（ ），· ＝ · ２，

Ｏ　ｄ３／２槡Ｔ（ ），· ＝ · ｐ，
烅
烄

烆
可见复合遗憾不仅与决策变量维数相关，还与所选取的范数相关，这是Ｂａｎｄｉｔ信息反馈下在线分布式优化

算法的共性。

文献［２９］假设时变最优决策ｘ＊
ｔ 满足如下动态：ｘ＊

ｔ＋１＝Ａｘ＊
ｔ ＋ｖｔ ，其中ｖｔ∈Ｒｄ 为噪声。提出了如下算

法

ｘｉ（ｔ）＝Ａｘ＾ｉ（ｔ），

ｙｉ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊｘｊ（ｔ），
（６）

ｘ＾ｉ（ｔ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

ηｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））
Ｔｘ＋ＤΦ（ｘ‖ｙｉ（ｔ））｛ ｝，

通过选取η＝
１－σ２ Ｐ（）

Ｔ槡 得到ＲｅｇＤｉ（Ｔ）＝Ｏ ＣＴＴ
１－σ２（Ｐ）槡（ ），其中ＣＴ ＝∑Ｔ

ｔ＝１ ｘ
＊
ｔ＋１－Ａｘ＊

ｔ　 ２。

３．４　在线分布式Ｆｒａｎｋ－Ｗｏｌｆｅ算法

基于欧几里得距离产生函数的算法涉及点到凸集的欧几里得投影，当决策空间Ｘ 形式复杂或不具有特

殊结构时，求解投影问题本身就是一个凸优化问题［３０，３１］，这无疑对智能体的计算能力提出了挑战。基于此

考虑，文献［３２］提出了基于Ｆｒａｎｋ－Ｗｏｌｆｅ法（又称条件梯度法）的在线分布式优化算法，其基本思想是将欧氏

投影转化为一个线性优化问题：

Ｆｉ，ｔ（ｘ）＝ηｚｉ（ｔ）
Ｔｘ＋ ｘ－ｘｉ（１）２

２，

ｖｉ（ｔ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

"Ｆｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））Ｔｘ｛ ｝，

ｘｉ（ｔ＋１）＝ρｔｖｉ（ｔ）＋（１－ρｔ）ｘｉ（ｔ），

ｚｉ（ｔ＋１）＝∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊｚｊ（ｔ）＋ｇｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））。

（７）

在算法中，智能体的初始状态设置为ｘｉ（１）∈Ｘ，ｚｉ（１）＝０，ｉ∈Ｖ 。算法（７）中的第二步为线性优化，

相比于欧氏投影更易于计算。文献［３２］证明：当选取学习率η＝Ｏ
１
Ｔ３／４（ ）和ρｔ＝１槡ｔ时，Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ３／４（ ），

此遗憾与集中式在线Ｆｒａｎｋ－Ｗｏｌｆｅ算法相同。文献［３３］则提出了一种基于代理（Ｓｕｒｒｏｇａｔｅ）损失函数的在

线分布式Ｆｒａｎｋ－Ｗｏｌｆｅ算法并证明当损失函数满足强凸性时有Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ２／３　ｌｎ（Ｔ）（ ）１／３（ ）。由理论

结果可见，在线分布式Ｆｒａｎｋ－Ｗｏｌｆｅ算法的遗憾劣于以上提到的在线分布式次梯度算法和在线分布式镜面

下降算法，但算法（７）避免了求解欧氏投影，计算复杂度更低。

３．５　在线分布式原始－对偶次梯度算法

当决策空间是一组不等式约束时，即Ｘ＝ ｈｓ（ｘ）≤０，ｓ＝１，…，Ｍ｛ ｝，欧氏投影无法计算。因此，算法
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设计一般基于对偶域方法。文献［３４］引入了正则拉格朗日（Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ　Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ）函数：

Ｌｉ，ｔ（ｘ，λ）＝ｌｉ，ｔ（ｘ）＋∑
Ｍ

ｓ＝１

［λ］ｓｈｓ（ｘ）－
θｔ
２ λ ２

２，

式中λ＝（［λ］１，…，［λ］Ｍ）Ｔ ∈ＲＭ 为拉格朗日乘子，θｔ 为正则参数。文献［３４］在Ｍ ＝１和决策空间满足假

设Ｘ Ｂ（０，Ｒ）的前提下，设计了一种在线分布式原始－对偶次梯度算法：

ｘ＾ｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－αｔ "ｘＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ）），

λ
＾
ｉ（ｔ）＝λｉ（ｔ）＋βｔ "λＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ）），

ｘｉ（ｔ＋１）＝ＰｒｏｊＢ（０，Ｒ） ∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊｘ＾ｊ（ｔ）［ ］，

λｉ（ｔ＋１）＝ＰｒｏｊＲ＋ ∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐ］ｉｊλ
＾
ｊ（ｔ）［ ］，

（８）

式中αｔ和βｔ分别为原始和对偶变量更新的学习率；"ｘＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））和 "λＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））分别是拉

格朗日函数Ｌｉ，ｔ 对于原始和对偶变量在点 （ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））处的次梯度和超梯度

"ｘＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））＝"ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））＋λｉ（ｔ）"ｈ（ｘｉ（ｔ）），

"λＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））＝ｈ（ｘｉ（ｔ））－θｔλｉ（ｔ）。

在ｍａｘ "ｘＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））２，"λＬｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ），λｉ（ｔ））２｛ ｝≤Ｇ假设成立的前提下，文献［３４］证明：当

损失函数满足凸性并选取θｔ＝
１
ｔ　ｃ
，αｔ＝

１
ｔ　ｃ＋１／２

，βｔ＝
１
ｔ　１／２
，有Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ１／２＋ｃ（ ）和ＣＣＶ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ１－ｃ／２（ ），其

中ｃ∈（０，１／２）；当损失函数满足强凸性并选取θｔ＝Ｏ
１
σｔｃ（ ），αｔ＝１σｔ，βｔ＝ １

θｔ（ｔ＋１）
，有Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔｃ－（ ）

和ＣＣＶ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ１－ｃ－／２（ ），其中ｃ－ ∈ （０，１）。

文献［３５］对算法（８）进行了改进并得到了更优的上界。具体地讲，提出了如下形式的正则拉格朗日函数

Ｌｉ，ｔ（ｘ，λ）＝ｌｉ，ｔ（ｘ）＋∑
Ｍ

ｓ＝１

［λ］ｓ ｈｓ（ｘ）［ ］＋－
θｔ
２ λ ２

２，

并在此基础上设计了如下算法

ｙｉ（ｔ）＝ｘｉ（ｔ）－αｔ "ｌｉ，ｔ（ｘｉ（ｔ））＋∑
Ｍ

ｓ＝１

［λｉ（ｔ）］ｓ ｈｓ（ｘｉ（ｔ））［ ］＋（ ），

ｘｉ（ｔ＋１）＝ＰｒｏｊＢ（０，Ｒ） ∑
Ｎ

ｊ＝１

［Ｐｔ］ｉｊｙｊ（ｔ）［ ］，

λｉ（ｔ＋１）［ ］ｓ＝
ｈｓ（ｘｉ（ｔ＋１））［ ］＋

θｔ
，ｓ＝１，…，Ｍ，

（９）

需要指出的是，这里考虑了Ｍ 个不等式约束，并且对偶变量无需进行一致性，降低了通信和计算成本。通过

选取合适的参数，证明了：当损失函数满足凸性时，Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔｍａｘ｛ｃ，１－ｃ｝（ ），ＣＡＣＶ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔ１－ｃ／２（ ），其中

ｃ∈（０，１）；当损失函数满足强凸性时，Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ　ｌｎ（Ｔ）（ ），ＣＡＣＶ（Ｔ）＝Ｏ　Ｔｌｎ（Ｔ槡 ）（ ）。与文献［３４］相
比，在更严格的性能指标下得到了更优的上界。

文献［３６，３７］研究了耦合不等式约束下的在线分布式优化问题，即∑
Ｎ

ｉ＝１
ｈｉ（ｘｉ）≤０，其中ｘｉ∈Ｘｉ ，Ｘｉ为

智能体ｉ的决策空间。基于推和（Ｐｕｓｈ－Ｓｕｍ）算法，提出了一种在线分布式带耦合不等式约束算法，并证明

了算法的遗憾和约束违反度上界。

３．６　其它算法

在线分布式优化算法的研究发展迅速，涌现出了一系列代表性的工作，它们分别从网络结构、通信成本、
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计算成本、通信时滞、非凸、隐私保护等角度提出了解决方案［３８－５１］。这里仅列举几例，不再一一赘述。文献

［３８］提出了一种基于相对状态符号的在线分布式次梯度算法，其优势在于大大降低了智能体之间的通信成

本，同时还能保证当损失函数满足凸性时有Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｏ 槡Ｔ（ ）。文献［３９］研究了压缩通信下的在线分布
式优化算法及其收敛性分析，对凸损失函数和强凸损失函数分别得到了Ｏ 槡Ｔ（ ）和Ｏｌｎ（Ｔ）（ ）的遗憾，并

进一步地证明了单点和两点Ｂａｎｄｉｔ信息反馈下的在线分布式优化算法的遗憾。文献［４５］研究了通信时滞

对在线分布式优化算法的影响。文献［４５］则研究了非凸性对在线分布式优化算法的影响，引入一种新的性

能指标并刻画了算法的动态遗憾。

４　在线分布式优化算法的应用

本节简要介绍在线分布式优化算法的应用。

４．１　分布式机器学习

考虑Ｋ 个独立同分布的样本构成的训练集 （ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘＫ，ｙＫ）｛ ｝，其中ｘｋ∈Ｒｄ是第ｋ个

样本的特征向量，ｙｋ∈Ｒ是第ｋ个样本的标签，ｋ＝１，２，…，Ｋ 。对于样本，可以通过函数来预测其标签，即

ｙ＾ｋ＝ｈ（ｘｋ，ｗ），ｋ＝１，２，…，Ｋ ，其中ｗ∈Ｒｄ为可学习的参数。如果将第ｋ个样本的真实标签与预测标签之

间的误差关系用损失函数ｆｋ（ｗ）来表示，那么最小化训练集的平均损失函数可以学习到最优的参数ｗ＊ ［５２］

ｍｉｎ
ｗ∈Ｒｄ

１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１
ｆｋ（ｗ），

比如，当选取预测函数ｈ（ｘｋ，ｗ）＝ｗＴｘｋ 并采用平方损失函数时，上述问题变为经典的线性回归问题

ｍｉｎ
ｗ∈Ｒｄ

１
Ｋ∑

Ｋ

ｋ＝１

１
２
ｗＴｘｋ －ｙｋ（ ）２。

随着数据库规模的日益增大，在单个处理器上对所有Ｋ 个样本进行训练将不切实际，因此可行的方法

是在多处理器上进行分散训练后再进行综合，此即为分布式优化问题。进一步考虑在一些机器学习问题中

样本是在线产生的，比如垃圾邮件过滤，而在线分布式优化可以作为工具解决这类问题［５３］，其目标函数为

ｍｉｎ
ｗ∈Ｒｄ

１
Ｋ∑

Ｍ

ｍ＝１
∑
Ｎ

ｉ＝１

１
２
ｗＴｘｉ，ｔ－ｙｉ，ｔ（ ）２，

式中Ｋ＝ＭＮ 。我们可以利用第３节中的算法有效的解决此类问题。

４．２　多智能体 Ｍｕｌｔｉ－Ａｒｍｅｄ　Ｂａｎｄｉｔ问题

考虑如下学习问题：Ｎ 个决策者重复的在ｋ个选项或动作中进行选择。每次做出选择之后，每个决策

者会得到一定数值的收益，收益由决策者选择的动作决定的平稳概率分布产生。每个决策者的目标是在总

的Ｔ 轮迭代内最大化总收益的期望［５４］。具体地讲，智能体ｉ希望最小化如下遗憾

Ｒｅｇｉ（Ｔ）＝Ｔμ１－Ｅ ∑
Ｔ

ｔ＝１
∑
Ｋ

ｊ＝１
μｊ１　ａｉ（ｔ）＝ｊ｛ ｝［ ］，

式中μｊ 为第ｊ个选项或动作的期望收益，并假设μ１≥μ２≥ … ≥μｋ ；ａｉ（ｔ）为智能体ｉ在ｔ时刻选择的选

项或动作。智能体之间的交互方式由网络拓扑决定，它可以是固定拓扑或切换拓扑。智能体根据邻居的奖

励信息进行信息综合，然后根据经典的 ＭＡＢ算法做出自己的决策，再将自己的奖励信息反馈给相邻智能

体。多智能体 Ｍｕｌｔｉ－Ａｒｍｅｄ　Ｂａｎｄｉｔ问题在强化学习、推荐系统、信息检索、动态定价、异常检测等诸多领域

有着广泛的应用［５５，５６］。

５　总结与展望

本文从决策空间、性能指标、信息反馈模型等角度对当前在线分布式优化算法的研究热点进行了梳理和
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总结，着重对算法的设计思路和收敛性分析结果进行了剖析。近年来，在线分布式优化的研究得到了国内外

学者的广泛关注，但相关研究仍处于起步阶段，尚有许多重要的基本问题值得深入研究。一些未来可能的研

究方向包括但不限于：

（１）非凸优化。在很多实际问题中，目标函数往往是非凸的。比如，稀疏回归问题，虽然目标函数是凸

函数，而约束条件是非凸的；比如，推荐系统问题常常伴随着非凸秩约束。非凸优化问题往往存在局部解，同

时非凸优化问题的定义形式多样、研究方法各异，这使得非凸优化问题比凸优化问题更具有挑战性。因此，

如何针对非凸损失函数，定义相应的性能指标并给出相应的在线分布式优化算法设计方案是极具挑战的。

（２）遗憾下界。目前，现有工作大多致力于推导算法的遗憾上界，而对于此上界是否为最优的讨论极

少。而我们知道，算法的遗憾下界决定了算法的收敛性能极限，这对深入研究在线分布式优化算法的收敛性

质是极为关键的。因此，借助凸优化理论刻画算法的遗憾下界甚至证明遗憾上界和下界是阶次一致的，是一

个值得深入研究的课题。

（３）自适应学习率。现有部分工作在设计学习率时要么用到总的迭代轮数的信息，要么用到所有损失

函数的次梯度的共同范数上界，而算法在更新当前时刻的决策时是无法知道未来损失函数的信息。在分布

式环境中，自适应学习率的设计尤为关键，它可以减少智能体之间协调学习率的次数，从而降低通信成本。

因此，这些设计都存在局限性，如何设计一类只基于历史信息的自适应学习率是一个值得继续探索的方向。
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