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单比特函数摄动下干扰布尔网络
输出调节问题的可解性
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摘要 研究干扰布尔网络在单比特函数摄动下的输出调节问题。首先,利用矩阵半张量积,分别确立了带干

扰的布尔网络以及参考系统的代数形式。其次,通过建立一个增广系统,将输出调节问题转化为增广系统的

鲁棒集合稳定性问题。并且,通过构造一系列状态集合,得到了干扰布尔网络的输出在函数摄动之后仍然可

以追踪上参考系统输出的几个判断准则。最后,给出一个例子验证本文所得结果的有效性。
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Abstract This
 

article
 

investigates
 

the
 

output
 

regulation
 

problem
 

of
 

Boolean
 

networks
 

with
 

disturbance
 

in-

puts
 

under
 

one-bit
 

function
 

perturbation.
 

First,
 

with
 

the
 

help
 

of
 

the
 

semi-tensor
 

product
 

of
 

matrices,
 

the
 

algebraic
 

forms
 

of
 

Boolean
 

networks
 

with
 

disturbances
 

and
 

the
 

reference
 

system
 

are
 

established,
 

respec-
tively.

 

Then,
 

by
 

constructing
 

an
 

augmented
 

system,
 

the
 

output
 

regulation
 

problem
 

is
 

transformed
 

into
 

the
 

robust
 

set
 

stability
 

problem
 

of
 

the
 

augmented
 

system.
 

Moreover,
 

by
 

constructing
 

a
 

sequence
 

of
 

state
 

sets,
 

several
 

criteria
 

are
 

obtained
 

to
 

verify
 

whether
 

the
 

output
 

of
 

the
 

Boolean
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with
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still
 

track
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reference
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after
 

function
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Finally,
 

an
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is
 

given
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effectiveness
 

of
 

the
 

results
 

obtained
 

in
 

this
 

paper.
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0 引言

布尔网络最初是由Kauffman提出,旨在模拟基因调控网络[1]。布尔网络是一种基于有向图的离散动

态系统,其中状态变量仅取值为1或0,分别表示基因的表达与不表达。并且,每个状态根据特定的逻辑函

数进行演化,这些逻辑函数决定了状态演化的规则。目前,布尔网络已经广泛应用于电路理论[2,3]、网络演

化博弈[4,5]和多智能体系统领域[6,7]。
 

在过去的几十年里,程代展教授提出的矩阵半张量积为表示和分析布尔网络的动态特性提供了一种强

大的数学工具[8]。基于矩阵半张量积理论,布尔网络可以转化为线性离散系统。目前矩阵半张量积方法在

布尔网络的分析与控制中已经取得了许多优秀的成果,包括稳定性和镇定性[9,10]、可控性和可观性[11,12]以及

同步[13,14]等方面。

受基因突变或外部不确定因素的影响,基因调控网络中的某些状态可能会发生变化,从而对有机体产生

有害影响。当用布尔网络建模基因调控网络时,基因突变可被描述为函数摄动[15]。因此,研究函数摄动对

布尔网络的影响是一个非常重要的课题。文献[15]首次提出了布尔网络中函数摄动的概念,并分析函数摄

动对状态转移的影响。文献[16]研究了函数摄动对切换布尔网络鲁棒稳定性的影响,并给出了在函数摄动

之后系统仍然可以实现鲁棒稳定的几个判断准则。文献[17]研究了带干扰的布尔网络在单比特函数摄动下

的鲁棒稳定性和镇定性问题,并且得到了函数摄动之后系统可以实现镇定的两个充分必要条件。文献[18]
研究了随机函数摄动对概率布尔网络稳定性的影响,得到了系统可以实现有限时间稳定的几个充要条件。
文献[19]提出了一个新的能控矩阵方法用来解决函数摄动下切换布尔控制网络的鲁棒能控和镇定问题。

控制理论中一个重要的问题是使一个系统的输出能够跟踪由外部系统产生的参考信号,这一问题被称

为输出调节问题。例如,文献[20]提出了一种新型的反馈控制,以使大肠杆菌的乳糖调控系统中被诱导细胞

的比例达到所需水平,这是输出调节在基因调控网络中的一个实例。文献[21]研究了当输出信号是常值时

布尔网络的鲁棒输出追踪问题,得到追踪问题可解性的几个充要条件。文献[22]研究了干扰布尔网络在单

比特函数摄动下的鲁棒输出追踪问题,并给出了干扰布尔网络在函数摄动之后仍然可以实现鲁棒输出追踪

的判断准则。文献[23]研究了当输出信号是一个给定的输出序列时布尔控制网络的输出调节问题,给出了

布尔控制网络在有限时间内可以追踪上所给参考输出轨迹的判断准则。当输出是由外部系统产生的参考信

号时,文献[24]采用构建并联系统的方式,得到了可以实现输出调节的充分必要条件。
在实际应用中,系统往往不可避免地会受到各种干扰,这些干扰可能源自实验中的噪声、生物过程中的

不确定性,或是其他外部因素。例如,在基因调控网络中,干扰可能包括基因重组过程中片段的复制或缺失

以及外部环境刺激等[25]。在博弈论中,公共舆论和潜在的攻击者也可以被看作是影响系统行为的外部干

扰。这些情况表明,在研究布尔网络时,考虑干扰因素是至关重要的。然而,据作者所知,研究函数摄动对干

扰布尔网络输出调节问题影响的文献极少。
受上述讨论的启发,本文主要研究带干扰的布尔网络在单比特函数摄动下的输出调节问题。本文的主

要贡献有:(1)
 

通过构造并联系统,将单比特函数摄动下干扰布尔网络的输出调节问题转化为并联系统结构

矩阵多列发生摄动后并联系统的鲁棒集合稳定问题。(2)
 

通过构造系统能达矩阵和一系列状态集,讨论并

联系统摄动点集中状态是否形成环,以及所形成环和系统目标不变集的关系,得到了干扰布尔网络的输出在

函数摄动之后仍然可以追踪上参考系统输出的判断准则。

1 预备知识

下面给出矩阵半张量积的基础知识和常见符号表示。
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1.1 符号表示

N+是全体正整数的集合。Ra×b 代表全体a×b维实矩阵集合。AT是矩阵A的转置。(B)i,j 是矩阵B第

i行第j列的元素。􀱋是Kronecker积。Δm:=δi
m|i∈[1,m]  ,其中δi

m 是单位矩阵Im 第i列。当m=
2时,

 

简记Δ2=Δ。Coli(L)是矩阵L的第i列。Col(L)代表矩阵L全部列的集合。如果Coli(L)⊆Δa,

i∈[1,b],则称L∈Ra×b 是一个逻辑矩阵。La×b 代表全体a×b维逻辑矩阵的集合。如果L=[δ
i1
n,δ

i2
n,

…,δ
it
n],简记L=δn[i1,i2,…,it]。如果(B)i,j=0或者1,对任意的i∈[1,m],j∈[1,n]都成立,则称

矩阵B∈Rm×n 是布尔矩阵。Bp×q 代表全体p×q维布尔矩阵的集合。假设A=(aij),B=(bij)∈Bp×q,

则矩阵A 和B的布尔加为A+BB=(aij∨bij)。B∑
n

j=1
Kj=K1+BK2+B…+BKn 。假设A∈Bm×n ,B∈Bn×s,

则矩阵A 和B的布尔积为A×BB=(cij)m×s,其中cij=B∑
n

k=1
aik∧bkj。设A∈Bm×n ,则布尔幂A(k)=A(k-1)

×BA,其中k∈N+ 。D:= 1,0  ,Dn:=D×D…D􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁 􀪁􀪁
n

。假设S=δ
i1
n,δ

i2
n,…,δ

is
n  ,定义S的索引向量JS

=δ
i1
n +δ

i2
n +…+δ

is
n 。

1.2 矩阵半张量积

定义1[8] 设A∈Ra×b,
 

B∈Rp×s,则矩阵A 和矩阵B 的半张量积定义为

A B=(A􀱋Iγ/b)(B􀱋Iγ/p),
式中γ为b和p的最小公倍数。

注1 当b=p时,矩阵半张量积则为传统矩阵乘积。并且,矩阵半张量积几乎保留了普通矩阵乘积的

所有运算性质,因此它是普通矩阵乘积的推广,下面省略符号“ ”。
引理1[8] 矩阵半张量积具有如下一些基本性质:
(1)

 

设列向量X∈Rm×1,矩阵L∈Ra×b,则XL=(Im 􀱋L)X。
(2)

 

设列向量a∈Rm×1,b∈Rn×1,则W[m,n](ab)=ba,
式中W[m,n]:=δmn[1,m+1,…,(n-1)m+1,2,m+2,…,(n-1)m+2,…,m,2m,…,nm]称为换位矩阵。

定义1~δ12, 0~δ22,δ12和δ22分别是1和0的向量形式,可以得到D ~Δ。
引理2[8] 给出一个逻辑函数f:Ds �D ,则存在一个唯一的矩阵Lf ∈L2×2s ,使得f(X1,X2,…,

Xs)~Lf
s
i=1xi,其中xi∈Δ,i∈[1,s]是Xi∈D 的向量形式并且Lf 称为f的结构矩阵。

2 问题描述

2.1 布尔网络模型及代数表示

一个具有n个状态,q个干扰输入以及m 个输出的布尔网络可以描述为

Xi(t+1)=fj(X(t),Ξ(t)),i∈[1,n],

Yj(t)=hj(X(t)),j∈[1,m], (1)

式中X(t)=(X1(t),…,Xn(t))∈Dn,Ξ(t)=(Ξ1(t),…,Ξq(t))∈Dq 和Y(t)=(Y1(t),…,Ym(t))∈Dm

分别表示状态变量,干扰输入和输出。fi:Dn+q �D,i∈[1,n]和hj:Dm �D,j∈[1,m]是布尔函数。
一个参考布尔网络可以描述为

X̂r(t+1)=̂fr(̂X(t),r∈[1,n],

Ŷj(t)=̂hj(̂X(t)),j∈[1,m], (2)

式中X̂(t)=(̂X1(t),…,̂Xn1
(t))∈D

n1 和̂Y(t)=(̂Y1(t),…,̂Ym(t))∈Dm 分别表示状态变量和输出。̂fr:

D
n1 �D,r∈[1,n1]和ĥj:Dm �D,j∈[1,m]是布尔函数。

记xi,
 

yj 和ξs 分别为Xi,
 

Yj 和Ξs 的向量形式,其中i∈[1,n],
 

j∈[1,m],
 

s∈[1,q]。利用引理
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2,系统可以表达为代数形式

x(t+1)=Lξ(t)x(t),

y(t)=Hx(t), (3)

式中x(t)= n
i=1xi(t)∈Δ2n,ξ(t)=

q
s=1ξs(t)∈Δ2q,y(t)=

m
j=1yj(t)∈Δ2m 。L∈L2n×2q+n

和H∈L2m×2n

分别是系统的状态转移矩阵和输出状态转移矩阵。
类似地,系统可以表达为如下代数形式

x̂(t+1)=̂L̂x(t),

ŷ(t)=̂Ĥx(t), (4)

式中x̂r 和̂yj分别是̂xr 和̂yj的向量形式,r∈[1,n1],j∈[1,m],̂x(t)=
n1
r=1̂xr(t)∈Δ

2
n1
,

 

ŷ(t)= m
j=1̂yj(t)

∈Δ2m 。̂L∈L
2
n1×2

n1
和Ĥ ∈L

2m×2
n1

分别是系统的状态转移矩阵和输出状态转移矩阵。

2.2 干扰布尔网络的输出调节

定义2[26] 如果存在有限时间T≥0,使得对任意的初始状态x(0),̂x(0)和干扰输入ξ(t)∈Δ2q ,都

有

y(t,x(0),ξ(t))=̂y(t,̂x(0)),∀t≥T (5)
成立,那么称系统的输出可以追踪上参考信号ŷ(t,̂x(0))。

我们将系统和构造为一个增广系统来解决输出调节问题。令z(t):=x(t)̂x(t),ω(t):=y(t)̂y(t),则

z(t+1)=x(t+1)̂x(t+1)=Lξ(t)x(t)̂L̂x(t)=(L􀱋L̂)ξ(t)x(t)̂x(t)=Kξ(t)z(t), (6)

ω(t+1)=y(t)̂y(t)=Hx(t)̂Ĥx(t)=(H 􀱋Ĥ)x(t)̂x(t)=Fz(t)。 (7)

输出调节问题可以转化为增广系统的鲁棒集合稳定性问题,并且目标集合是

Ω=δk

2
n+n1|Fδk

2
n+n1 =δj

2m δj
2m
,j∈[1,2m]  。 (8)

显然地,集合Ω包含了系统所有输出属于集合 δj
2m δj

2m
:j∈[1,2m]  的状态。因此,系统的输出可

以追踪上参考信号ŷ(t,̂x(0))当且仅当系统可以鲁棒稳定到集合Ω。
下面给出一些相关的定义和结论。
定义3[27] 考虑系统(6)。如果存在正整数T≥0,使得任意给定的初始状态z(0)和干扰输入ξ(t)∈

Δ2q ,都有z(t,z(0),ξ(t))∈Ω,∀t≥T 成立,那么称系统鲁棒稳定到集合Ω。
许多优秀的成果已经证明了一个逻辑动态系统稳定到一个集合当且仅当它可以稳定到这个集合的最大

鲁棒不变集。下面给出最大鲁棒不变集的定义。
定义4[28] 如果对任意的z(t)∈M 和干扰ξ(t)∈Δ2q ,都有z(t+1)∈M 成立,则称非空集合M 是

系统的一个鲁棒不变集。
定义5[28] 如果集合 Ω 是一个鲁棒不变集,并且集合Ω的每一个鲁棒不变集都是 Ω 的一个子集,则

称子集 Ω 是集合Ω的最大鲁棒不变集。
记目标集合Ω的最大鲁棒不变集为 Ω。现在已有很多成熟的方法计算最大鲁棒不变集,在这不作进

一步的说明,有关详细细节,请参考文献[29]和[30]。
单比特函数摄动的发生是真值表中的一列发生变化,也就意味着结构矩阵中的一列发生变化。我们仅

考虑原干扰布尔网络发生单比特函数摄动,而参考系统未发生摄动的情形。为了准确描述摄动,将干扰布尔

网络的结构矩阵根据干扰分块如L=[L1L2…L2q],式中Li∈L2n×2n
,

 

i∈[1,2q]。我们给出如下假设。
假设1 单比特函数摄动之前,系统的输出在任意的干扰下可以追踪上参考系统的输出。
假设2 单比特函数摄动之后,Colβ(Lγ)由δa

2n
摄动为δâ

2n
,其中δa

2n ≠δâ
2n
。

由假设2可知,单比特函数摄动对系统中干扰为δγ
2q

时的状态δβ2n 产生影响。根据式,可得增广系统的

结构矩阵K 也发生相应的变化。
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将K 分成2q 个等块,K=[K1K2…Kγ…K2q
]。当Lγ 发生变化时,可得Kγ 也发生变化。记L̂=δ

2
n1
[a1,

a2,…,a
2
n1
],当Colβ(Lγ)发生如假设2中摄动时,则Kγ 的(β-1)2

n1+i,
 

i∈[1,2
n1]列发生摄动,为了

方便讨论,记ti=(β-1)2
n1+i,

 

i∈[1,2
n1]。

假设Colti(Kγ)由δ
(a-1)2

n1+ai

2
n+n1

摄动为δ
(̂a-1)2

n1+ai

2
n+n1

,其中δ
(a-1)2

n1+ai

2
n+n1 ≠δ

(̂a-1)2
n1+ai

2
n+n1

,
 

i∈[1,2
n1]。记pi=(a

-1)2
n1+ai,

 

p̂i=(̂a-1)2
n1+ai。

记摄动点的集合为 =δp̂1

2
n+n1
,δp̂2

2
n+n1
,…,δ

p̂
2
n1

2
n+n1  。

记系统的结构矩阵由K 变为􀭾K:=[􀭾K1􀭾K2…􀭾K2q
],因此,代数形式变为

z(t+1)=􀭾Kξ(t)z(t)。 (9)
对状态z=δk

2
n+n1
,在任意干扰ξ=δv

2q
下,如果v≠γ,可以得到

Kξz=􀭾Kξz。
如果v=γ并且k=ti,

 

i∈[1,2
n1],就有

Kξz=δ
pi

2
n+n1 ≠δp̂i

2
n+n1 =􀭾Kξz。

3 主要研究内容

本文主要通过讨论摄动点集 与最大鲁棒不变集 Ω 的关系,来研究单比特函数摄动对系统的鲁棒输出

调节问题的影响。
首先,构造一系列状态集

Υti =δs

2
n+n1
:Cti,s>0  ∪ δ

ti

2
n+n1  ,i∈[1,2

n1], (10)

式中C=B∑
2
n+n1

j=1
B(j),

 

B=B∑
2q

j=1
Kj。因此集合Υti

包括了函数摄动之前可以在干扰序列下到达δ
ti

2
n+n1

的所有状

态,并且也包含状态δ
ti

2
n+n1

本身,i∈[1,2
n1]。

其次,构造矩阵􀭾C=B ∑
2
n+n1+1

j=2
n+n1

􀭾B(j),其中􀭾B=B∑
2q

j=1

􀭾Kj。

下面根据集合Υti
,

 

i∈[1,2
n1]和矩阵􀭾C=B ∑

2
n+n1+1

j=2
n+n1

􀭾B(j),我们提出系统在函数摄动之后仍然可以追踪上

参考系统的输出的几个判断准则。

定理1 如果(B∑
2q

j≠γ
Kj)̂pi,ti ≠0

,∀i∈[1,2
n1],则函数摄动之后,系统的输出在任意的干扰输入下可

以追踪上参考系统的输出。

证 发 生 函 数 摄 动 之 后,Kγ 的 第t1,t2,…,t
2
n1

列 分 别 摄 动 为δp̂1

2
n+n1
,δp̂2

2
n+n1
,…,δ

p̂
2
n1

2
n+n1
。如 果

(B∑
2q

j≠γ
Kj)̂pi,ti ≠0

,∀i∈[1,2
n1],说明函数摄动之前,δ

ti

2
n+n1

在一些干扰下(除干扰δγ
2q
)可以一步到达

δp̂i

2
n+n1
,i∈[1,2

n1]。因此函数摄动的发生并没有使系统产生新的路径,函数摄动对系统没有产生影响。根

据假设1,系统的输出函数摄动之后仍然可以追踪上参考系统的输出。
定理1给出了在函数摄动之后,系统的输出在任意的干扰输入可以追踪上参考系统的输出的充分条件。

然而充分条件比较严格,接下来根据分析给出其它判断准则。
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函数摄动之后,δ
ti

2
n+n1

在干扰δγ
2q

下一步可达状态由δpi

2
n+n1

改变为δp̂i

2
n+n1
,∀i∈[1,2

n1]。根据定理1,可

以将状态δ
ti

2
n+n1
,i∈[1,2

n1]分为两类。

第一类是满足定理1条件的状态,设为 =δ
tl1

2
n+n1
,…,δ

tlt

2
n+n1  ,会使得下式成立

(B∑
2q

j≠γ
Kj)̂pl1,tl1

≠0,…,(B∑
2q

j≠γ
Kj)̂plt,tlt

≠0, (11)

式中lt≤2
n1。

第二类是不满足定理1条件的状态,设为 =δ
tm1

2
n+n1
,…,δ

tms

2
n+n1  ,

 

会使得下式成立

(B∑
2q

j≠γ
Kj)̂pm1

,tm1
=0,…,(B∑

2q

j≠γ
Kj)̂pms

,tms
=0, (12)

式中ms≤2
n1。

函数摄动之后,只有集合 中的状态在下一时刻的路径发生了变化,因此只分析状态集 中对应的摄动

点,记作

=δ
p̂m1

2
n+n1
,δ

p̂m2

2
n+n1
,…,δ

p̂ms

2
n+n1  ,

显然 ⊆ 。通过分析 和 Ω 的关系,来研究函数摄动对输出调节问题的影响。
定理2 如果 ⊆ Ω,则函数摄动之后,系统的输出在任意的干扰下可以追踪上参考系统的输出。
证

 

函数摄动之前,任意的初始状态都可以在有限时间内鲁棒到达集合 Ω。因此对任意初始状态δj
2
n+n1

∈Δ
2
n+n1
,考虑下面两种情况。

情况1:δj
2
n+n1 ∉Υti

,
 

i∈[m1,ms],这样意味着不存在从δj
2
n+n1

到 Ω 且包含δ
ti

2
n+n1

的路径。

情况2:δj
2
n+n1 ∈Υti

,
 

i∈[m1,ms],这就意味着至少存在一条从δj
2
n+n1

到 Ω 并且包含δ
ti

2
n+n1

的路径。

针对情况1。情况1表示δj
2
n+n1

不能到达δ
ti

2
n+n1
,i∈[m1,ms]。函数摄动之后,因为不存在从δj

2
n+n1

到

δ
ti

2
n+n1

的路径,因此函数摄动对路径没有影响,根据假设1可知,系统在函数摄动之后仍然可以追踪到参考

信号。
针对情况2。从δj

2
n+n1

到δv

2
n+n1 ∈ Ω 的一条路径假设为

δj
2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δs

2
n+n1 →…→δv

2
n+n1
。 (13)

路径(13)中的状态δs

2
n+n1

有两种情况,第一种情况是δs

2
n+n1 ≠δ

p̂
i

2
n+n1
,第二种情况是δs

2
n+n1 =δ

p̂
i

2
n+n1
。

如果δs

2
n+n1 ≠δ

p̂
i

2
n+n1
,与情况1类似,函数摄动之后这条路径没有受到影响。如果δs

2
n+n1=δ

p̂
i

2
n+n1
,路径变

成

δj
2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δ

p̂
i

2
n+n1
。

因为δ
p̂
i

2
n+n1 ∈ ,并且 ⊆ Ω,δ

p̂
i

2
n+n1

下一步到达的状态仍然在最大鲁棒不变集中。所以函数摄动的发

生对可以摄动到集合 的状态并没有影响,因此,如果 ⊆ Ω,系统的输出在任意的干扰下可以追踪上参考

系统的输出。
定理3 如果 ⊈ Ω,函数摄动之后,系统的输出在任意干扰下仍能追踪上参考系统的输出,当且仅当

对任意的δp̂i

2
n+n1 ∈ \ Ω,i∈[m1,ms],下面两个条件之一成立:

(1)
 

δ
p̂
i

2
n+n1 ∉Υti

;
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(2)
 

δ
p̂
i

2
n+n1 ∈Υti

,JT
Δ
2
n+n1

\ΩColti(􀭾C)=0。

证 (必要性)
 

通过反证法来证明必要性。假设存在状态δp̂i

2
n+n1 ∈ \ Ω 使得δ

p̂
i

2
n+n1 ∈Υti

并且

JT
Δ
2
n+n1

\ΩColti(􀭾C)≠0。因为δ
p̂
i

2
n+n1 ∈Υti

,根据假设1可知,函数摄动之前,至少存在一条从δ
p̂
i

2
n+n1

到 Ω 且

包括δ
ti

2
n+n1

的路径,这条路径可以描述为

δ
p̂
i

2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →…→ Ω。

发生函数摄动之后,δ
ti

2
n+n1

在干扰δγ
2q

下一步到达δ
p̂
i

2
n+n1
,从而可以得到下面的路径

δ
p̂
i

2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δp̂i

2
n+n1
。

可以发现形成了一个环。
因为JT

Δ
2
n+n1

\ΩColti(􀭾C)≠0,所以存在一个正整数τ≥2
n+n1 使得z(δ

ti

2
n+n1
,τ,ξ)=δu

2
n+n1 ∉Ω。从初始

状态z(0)=δ
ti

2
n+n1

到δu

2
n+n1

的路径中共有τ+1个状态,由于τ≥2
n+n1 且系统共有2

n+n1 个状态,所以存在

一个重复的状态δl

2
n+n1

使得从δ
ti

2
n+n1

到δu

2
n+n1

的路径变为

δ
ti

2
n+n1 →…→δl

2
n+n1 →…→δl

2
n+n1 →…→δu

2
n+n1
。 (14)

从路径(14)可以发现,δu

2
n+n1

在环上。因为δu

2
n+n1 ∉Ω,所以δ

ti

2
n+n1

不能在有限时间内到达到集合 Ω。因此

系统函数摄动之后不能追踪上参考系统的输出,与系统可以追踪到参考信号的事实是矛盾的。

(充分性)
 

需要证明对任意的δp̂i

2
n+n1 ∈ \ Ω,i∈[m1,ms],在条件(1)或条件(2)成立的条件下,系统

函数摄动之后在任意干扰下能追踪上参考系统的输出。
函数摄动之前,任意的初始状态z(0)∈Δ

2
n+n1

在有限时间内都可以鲁棒到达集合 Ω。因此对任意初始

状态z(0)=δj
2
n+n1 ∈Δ

2
n+n1
,考虑下面的两种情况。

情况1:δj
2
n+n1 ∉Υti

,
 

i∈[m1,ms],这样意味着不存在从δj
2
n+n1

到 Ω 且包含δ
ti

2
n+n1

的路径。

情况2:δj
2
n+n1 ∈Υti

,
 

i∈[m1,ms],意味着至少存在一条从δj
2
n+n1

到 Ω 且包含δ
ti

2
n+n1

的路径。

针对情况1。函数摄动之后,不存在从δj
2
n+n1

到δ
ti

2
n+n1

的路径,状态δj
2
n+n1

在函数摄动之后能追踪到参考

信号。
针对情况2。从δj

2
n+n1

到δi

2
n+n1 ∈ Ω 的一条路径假设为

δj
2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δw

2
n+n1 →…→δi

2
n+n1
。 (15)

路径(15)中状态δw

2
n+n1

有两种情况,第一种情况是δw

2
n+n1 ≠δp̂i

2
n+n1
,第二种情况是δw

2
n+n1 =δ

p̂
i

2
n+n1
。

如果δw

2
n+n1 ≠δp̂i

2
n+n1
,函数摄动对这条路径没有影响。如果δw

2
n+n1 =δ

p̂
i

2
n+n1
,路径变(15)成

δj
2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δ

p̂
i

2
n+n1
。 (16)

首先考虑条件(1)。因为δ
p̂
i

2
n+n1 ∉Υti

,所以从δj
2
n+n1

到 Ω 没有形成新环,δj
2
n+n1

在有限时间内可以到

达集合 Ω。因此,系统可以鲁棒稳定到集合 Ω。接下来考虑情况(2)。因为δ
p̂
i

2
n+n1 ∈Υti

,结合(16),从

δp̂i

2
n+n1

到 Ω 的一条路径可以取为
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δ
p̂
i

2
n+n1 →…→δ

ti

2
n+n1 →δ

p̂
i

2
n+n1
。 (17)

从(17)可以发现形成一个新环。因为JT
Δ
2
n+n1

\ΩColti(􀭾C)=0,所以δ
ti

2
n+n1

在2
n+n1 步之内无法到达 Ω,即

形成新环中所有状态都在集合Ω中。因此,系统的输出在任意的干扰下可以追踪上参考系统的输出。

综上所述,如果 ⊈ Ω,对任意的δp̂i

2
n+n1 ∈ \ Ω,i∈[m1,ms],只要条件(1)或条件(2)成立,系统的输

出在任意的干扰下可以追踪上参考系统的输出。于是,充分性得证。
注2 当参考信号是常值时,文献[22]研究了函数摄动对干扰布尔网络鲁棒输出追踪问题的影响。当

参考信号是由外部系统产生的时变参考信号时,本文研究了函数摄动下干扰布尔网络输出调节的可解性问

题。文献[22]在函数摄动之后,结构矩阵是一列发生改变,本文中增广系统的结构矩阵是多列发生改变,得
到的结论是文献[22]的一种推广,从而本文研究的输出调节问题更具有一般性。

4 例子
 

本节给出一个例子来验证得到结果的有效性。考虑下面一个带干扰的布尔网络

X1(t+1)=X1(t)∧X2(t)∧Ξ(t),

X2(t+1)=X1(t),

Y(t)=X1(t)∨(¬X1(T)∧¬X2(T)),

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (18)

式中X1,
 

X2是状态变量,Ξ是干扰输入,Y 是输出。

令1~δ12,
 

0~δ22。xi,y和ξ是Xi,Y和Ξ的向量形式,其中i∈[1,2]。记x(t)= 2
i=1xi(t)∈Δ4,

 

y(t)∈Δ,
 

ξ(t)∈Δ。系统的代数形式可以表达为

x(t+1)=Lξ(t)x(t),

y(t)=Hx(t), (19)

式中L=[L1,L2],
 

L1=δ4[3144],
 

L2=δ4[3344]并且H=δ2[1121]。
参考布尔网络的动态表达式为

X̂1(t+1)=(̂X1(t)∧X̂2(t))∨ ¬̂X1(t),

X̂2(t+1)=̂X1(t)∨ (̂X1(t)∧ ¬̂X2(t)),

Ŷ(t)=(̂X1(t)∨X̂2(t),

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 (20)

式中X̂1,
 

X̂2是状态变量,̂Y 是输出。类似地,可以得到系统的代数形式

x̂(t+1)=̂L̂x(t),

ŷ(t)=̂Ĥx(t), (21)

式中L̂=δ4[1321]和Ĥ=δ2[1121]。

令z(t):=x(t)̂x(t),
 

ω(t):=y(t)̂y(t),结合系统和参考系统构造增广系统

z(t+1)=Kξ(t)z(t),

ω(t)=Fz(t), (22)

式中K=[K1,K2],K1=δ16[91110913211315141313151413],K2=δ16[911109911
1091315141313151413],并且F=δ4[1112111233341112]。

根据可得Ω=δ116,δ216,δ316,δ516,δ616,δ716,δ1216,δ1316,δ1416,δ1516  ,
 

Ω=δ1216,δ1316,δ1416,δ1516  。
显然地,在函数摄动之前,可以发现系统的输出在任意的干扰下可以追踪到系统的输出,表明系统可以

鲁棒稳定到集合 Ω。系统的状态转移图如图1所示。
我们需要判断在函数摄动之后,系统的输出在任意的干扰下是否仍然可以追踪到系统的输出。接下来,

分析两种情况的函数摄动。
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(1)
 

函数摄动之后,L1的第二列由δ14变为δ34,也就是γ=1,β=2。可以计算得到K1的第5、6、7、8列

分别由δ116、δ316、δ216、δ116变为δ916、δ1116、δ1016、δ916。计算

B∑
2

j≠1
Kj=K2=δ16[9111099111091315141313151413],

可以发现[K2]9,5≠0,
 

[K2]11,6≠0,
 

[K2]10,7≠0并且[K2]9,8≠0。因此根据定理1,系统的输出在函数摄

动之后仍然可以追踪到系统的输出。相应的状态转移如图2所示。

图1 系统函数摄动前的状态轨迹

Fig.1 The
 

state
 

trajectory
 

of
 

system
 

before
 

function
 

perturbation

图2 系统函数摄动后的状态轨迹

Fig.2 The
 

state
 

trajectory
 

of
 

system
 

after
 

function
 

perturbation

(2)
 

函数摄动之后,L1的第三列由δ44变为δ24,也就是γ=1,β=3,可以计算得到K1的第9、10、11、12
列分别由δ1316、δ1516、δ1416、δ1316变为δ516、δ716、δ616、δ516。计算可知[K2]5,9=0,

 

[K2]7,10=0,
 

[K2]6,11=0并且

[K2]5,12=0。因此状态δ916、δ1016、δ1116和δ1216都不满足定理1,从而在函数摄动之后,系统产生四条新路径。

记摄动点集 =δ516,δ716,δ616  ,从而 =δ516,δ716,δ616  ,并且 ⊈ Ω。根据式,可以得到状态集合Υ9
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= δ116,δ416,δ516,δ816,δ916  ,Υ10 = δ316,δ616,δ716,δ1016  ,Υ11 = δ216,δ616,δ716,δ1116  ,Υ12 = δ1216  。考虑Υ9 =

δ116,δ416,δ516,δ816,δ916  ,存在摄动点δ516∈Υ9但JT
Δ16\ΩCol9(􀭾C)≠0。根据定理3,函数摄动之后,系统的输

出不可以追踪到系统的输出。

5 结语

本文研究了函数摄动对干扰布尔网络输出调节问题的影响。首先,基于矩阵半张量积方法,通过建立并

联系统,将输出调节问题转化为增广系统的鲁棒集合稳定性问题。其次,通过构造一系列状态集合,给出了

系统在函数摄动之后仍然可以实现输出调节的一些判断准则。最后,给出了一个数值例子验证得到结果的

有效性。
函数摄动主要分为单比特函数摄动和多比特函数摄动,本文主要考虑单比特函数摄动对干扰布尔网络

输出调节问题的影响,然而并没有考虑多比特函数摄动,未来的工作可以考虑多比特函数摄动对输出调节问

题的影响。
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