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关于局中人两个子集的部分对称博弈

朱建栋,王 蕾

(南京师范大学 数学科学学院,江苏 南京210023)

摘 要 研究了关于局中人两个子集的部分对称博弈。通过基于相邻对换的矩阵半张量积方法,首先得到

了关于局中人两个子集的部分对称博弈的等价条件。利用该等价条件,计算出了该部分对称博弈子空间的

维数并且构造出了它的一组基,进而导出了关于该部分对称博弈的方程数目最少的判别方程。
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Abstract Thispaperinvestigatespartiallysymmetricgameswithrespecttotwosubsetsofplayers.Using
thesemi-tensorproductmethodbasedonadjacenttranspositions,theequivalentconditionsofpartially
symmetricgameswithrespecttotwosubsetsofplayersareobtained.Accordingtotheobtainedequivalent
conditions,thedimensionofthepartiallysymmetricgamesubspacewithrespecttotwosubsetsofplayers
iscalculated,andabasisofthepartiallysymmetricgamesubspaceisconstructed.Furthermore,thedis-
criminantequationswiththeminimumnumberforthepartiallysymmetricgamewithrespecttotwosub-
setsofplayersarederived.
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1 引言

博弈论是研究理性个体(称为局中人)之间策略互动的数学模型。在约翰·冯·诺伊曼证明了博弈论的

基本原理之后,现代博弈论被正式建立起来[1,2]。目前,博弈论已经被广泛地应用于许多领域,比如:经济

学、生物学、金融学、计算机科学等。对称博弈的概念最早是由约翰·冯·诺伊曼提出的[2]。对称博弈是一

种特殊的博弈类型,其局中人有相同的策略集合以及公平的收益函数。例如:“囚徒困境”、“石头-剪刀-布”
都是典型的对称博弈。近年来,对称博弈的研究得到了广泛关注。例如,文[3]通过对称群的线性表示,给
出了对称博弈的线性表示以及等价条件,并且研究了对称博弈的内部结构。文[4]和文[5]都是通过引入策略。
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多重向量的概念构造出对称博弈子空间的基。文[6]定义了三种不同的对称博弈,并且给出了这三种博弈

的等价条件或者必要条件。此外,文[7]中证明了每一个对称的二策略博弈都有一个纯策略均衡点,文[8]

中证明了所有玩家的收益函数为凹出数的有限对称博弈都存在一个纯策略均衡。因此,一个博弈的对称性

对于其纳什均衡的存在性是非常重要的。前面提到的对称博弈的对称性是关于所有的局中人而言的,也即

完全对称博弈。如果一个博弈的对称性是关于一部分的局中人而言的,那么可称之为部分对称博弈[9]。

在现实生活中,公平性往往是表现在部分群体内部,不同群体之间常常展现不同层次的公平性。所以,相

对于完全对称博弈,部分对称博弈是更常见的一类博弈。目前,关于部分对称博弈的研究成果非常少。据

我们所知,只有文[9]进行了部分对称博弈的相关研究并且证明了部分对称博弈可保证部分对称均衡点的

存在。如何判断一个博弈是否是部分对称博弈是研究部分对称博弈的首要问题。因此,本文将主要研究关

于局中人的两个子集的部分对称博弈的判别。

2001年,中国科学院程代展研究员针对控制理论中的经典 Morgen问题提出了一种强大的数学工具—

矩阵半张量积[10]。目前,矩阵半张量积已被广泛应用于动力系统,布尔网络以及博弈论等多个领域。例

如,通过矩阵半张量积的方法,有限博弈可被表示为线性代数的形式[11],使得关于势博弈[12],网络演化博

弈[13],对称博弈[3,17]和博弈空间分解[4]等许多问题得到解决。近期,矩阵半张量积又被应用到了一个新的

领域———信息物理融合系统[18]。利用矩阵半张量积,入侵估计器的可观测动态演化方程可被转化为代数形

式,使得抽象的不透明性验证问题就转化成了结构矩阵计算的问题。此外,还可通过代数条件来验证带有

不可观事件的信息物理融合系统的状态不透明性。因此,矩阵半张量积的引入为解决信息物理融合系统的

相关问题提供了一个新思路,使得这些问题得到了理论上的解决。本文将采用基于相邻对换的矩阵半张量

积方法来研究关于局中人两个子集的部分对称博弈。研究目标是得到关于局中人两个子集的部分对称博弈

的判别方程,减小验证过程的计算复杂度。相邻对换的引入是本文研究方法的一个优势,使得这一问题得

以顺利解决。

首先给出关于局中人两个子集的部分对称博弈的等价条件。根据所得等价条件,计算出关于局中人两

个子集的部分对称博弈子空间的维数并且构造出它的一组基。进而,导出了关于局中人两个子集的部分对

称博弈的方程数目最少的判别方程。

2 预备知识

本节将给出一些符号说明以及关于矩阵半张量积和博弈的一些基本概念和性质:D={0,1}:逻辑变量

的值的集合;i
k
:单位矩阵Ik 的第i列;Δk:={

i
k
:i=1,2,…,k};k

[i1i2…in]:=[
i1
k

i2
k
… in

k
];Mm×n:

所有m×n 的矩阵的集合;Lm×n:={L∈Μm×n|Col(L)⊆Δm};:矩阵的左半张量积;1n :元素全为1
的n 维列向量;0m×n :元素全为0的m×n 的矩阵;Sn :n 阶对称群。

定义1[10] 设A∈Mm×n ,B∈Mp×q ,α=lcm(n,p)为n与p 的最小公倍数。那么,A 与B 的半张量

积定义为

A B=(A 􀱋Iα
n
)(B 􀱋Iα

p
), (1)

式中 􀱋 是Kronecker积。

当n=p 时,矩阵半张量积与矩阵普通乘积一致。因此,矩阵半张量积是矩阵普通乘积的推广。我们

可以直接将A B 写作AB 。

定义2[10] 换位矩阵W[m,n]=(wIJ
ij)是一个mn×mn 的矩阵,定义为:它的行和列采用双索引标注。

其列用 (I,J)=(11,12,…,1n,…,m1,m2,…,mn)标注,其行用 (i,j)=(11,21,…,m1,…,1n,2n,…,

mn)标注,那么,它在位置 [(ij),(IJ)]处的值为

wIJ
ij =

1,I=i且J=j,

0,其他, 
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当m=n 时,将W[n,n]简记为W[n]。

例如,设m=2,n=3,那么换位矩阵W[2,3]可表示为

W[2,3]=

(11) (12) (13) (21) (22) (23)

1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

(21)

(12)

(22)

(13)

(23)

。

引理1[10] 换位矩阵有如下性质:WT
[m,n]=W-1

[m,n]=W[n,m];W[pq,r]=(W[p,r]􀱋Iq)(Ip 􀱋W[q,r]);

W[m,p](A 􀱋B)W[q,n]=B􀱋A ,其中A∈Mm×n ,B∈Mp×q ;设x 和x􀮨 是mn维的列向量,并且它们的每

个元素 xij 分别采用双索引Id(i1,i2;m,n)和Id(i2,i1;n,m )标注。因此,x􀮨=W[m,n]x 。此外,对任意

m 维向量x 和n 维向量y,有yx=W[m,n]xy。

根据引理1,我们很容易得到

(Ik 􀱋W[k])(W[k]􀱋Ik)(Ik 􀱋W[k])=(W[k]􀱋Ik)(Ik 􀱋W[k])(W[k]􀱋Ik)。 (2)

定义3[14] 一个有限博弈G=(N,S,C)由三个部分组成,其中(1)N={1,2,…,n}是n个局中人的

集合;(2)S=S1×S2×…×Sn 是局势的集合,其中Si={si
1,si

2,…,si
ki
}是第i个局中人的策略集,它表示

第i个局中人有ki 个策略可供选择;(3)C={c1,c2,…,cn},其中ci:S→R 是第i个局中人的收益函数。

将上述所有博弈构成的集合记为 G[n;k1,…,kn]
。如果对任意的i=1,2,…,n,|Si|=k,可将博弈集合

简记为 G[n;k]。矩阵半张量积是研究博弈的一种有效工具。给定一个博弈G ∈G[n;k],通过矩阵半张量积

的方法,每个策略 xi 都可以表示成一个向量xi ∈Δk ,并且每个局中人的收益函数ci 可以表示为

ci(x1,x2,…,xn)=Vc
i

n

j=1
xj,i=1,2,…,n, (3)

式中
n

j=1
xj ∈Δkn 被称为局势的矩阵半张量积形式,Vc

i 被称为收益函数ci 的结构向量。

定义4[9] 给定博弈G ∈G[n;k]以及置换σ∈Sn 。如果

ci(x1,…,xn)=cσ(i)(xσ-1(1),…,xσ-1(n)),i=1,2,…,n, (4)

那么称G 是关于σ 对称的。

定义5[9] 给定博弈G ∈G[n;k]。如果对任意的置换σ∈Sn,G 都是关于σ 对称的,那么我们称G 是

对称博弈。

3 于局中人两个子集的部分对称博弈

定义6 考虑有限博弈G ∈G[n;k]。设 N1,N2 是N 的两个不相交的局中人子集。如果对任意满足

σ(i)∈N1,∀i∈N1;σ(j)∈N2,∀j∈N2;σ(l)=l,∀l∈N\(N1 ∪N2) (5)

的置换σ∈Sn ,G 都关于σ 对称,则称G 是关于 (N1,N2)的部分对称博弈。

引理2 [15,16]n 阶对称群Sn 可由相邻对换生成,即

Sn =< (i,i+1)|1≤i≤n-1>, (6)

下面我们将相邻对换 (i,i+1)记为μi 。

引理3 设N ={1,2,…,n},N1={1,2,…,p},N2={p+1,p+2,…,q},

Sp,q
n = σ∈Sn|∀i∈N1,σ(i)∈N1;∀j∈N2,σj  ∈N2;∀l∈N\N1∪N2  ,σl  =l  ,(7)

则
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Sp,q
n =<μ1,μ2,…,μp-1,μp+1,μp+2,…,μq-1 >。 (8)

证明 因为 N1 和 N2 是互不相交的,由引理2得,Sp,q
n ⊆<μ1,μ2,…,μp-1,μp+1,μp+2,…,μq-1>。

对任意的1≤t≤p-1,相邻对换μt 满足μt(i)∈N1,∀i∈N1;μt(j)=j,∀j∈N\N1。 同样,对任意

的p+1≤t≤q-1,相邻对换μt 满足μt(i)∈N2,∀i∈N2;μt(j)=j,∀j∈N\N2。 因此,对任意的

σ∈<μ1,μ2,…,μp-1,μp+1,μp+2,…,μq-1> ,有σ(i)∈N1,∀i∈N1;σj  ∈N2,∀j∈N2;σ(l)=l,

∀l∈N\(N1 ∪N2),故σ∈Sp,q
n 。从而,Sp,q

n ⊇<μ1,μ2,…,μp-1,μp+1,μp+2,…,μq-1 >。 因此,

Sp,q
n =<μ1,μ2,…,μp-1,μp+1,μp+2,…,μq-1 >。

注1 引理3的另一个证明思路是分别计算如下各个集合,然后再求交集即得(8)。

{σ∈Sn|∀i∈N1,σ(i)∈N1}=<μ1,…,μp-1,μp+1,…,μn-1 > ,

{σ∈Sn|∀j∈N2,σ(j)∈N2}=<μ1,…,μp-1,μp+1,…,μq-1,μq+1,…,μn-1,p,q+1  > ,

{σ∈Sn|∀l∈N\(N1 ∪N2),σ(l)=l}=<μ1,…,μq-1 > 。

引理4[17] 考虑有限博弈G∈G[n;k]。对任意的σ1,σ2∈Sn ,如果G 关于σ1和σ2都是对称的,那么

G 关于σ2°σ1 也是对称的。

定理1 考虑有限博弈G ∈G[n;k]。设 N1={1,2,…,p},N2={p+1,p+2,…,q},则G 是关于

(N1,N2)的部分对称博弈当且仅当

Vc
i =Vc

μr(i)Tμr
,∀i∈N,r∈ {1,2,…,p-1,p+1,p+2,…,q-1}, (9)

式中Tμr =Ikr-1 􀱋W[k]􀱋Ikn-r-1。

证明 必要性。对任意的r∈ {1,2,…,p-1,p+1,p+2,…,q-1},相邻对换μr 都满足(5)式,故

ci(x1,x2,…,xn)=cμr(i)
(xμr(1)

,xμr(2)
,…,xμr(n)

),i=1,2,…,n。 (10)

由(3)式可得,

cμr(i)
(xμr(1)

,xμr(2)
,…,xμr(n)

) =Vc
μr(i)xμr(1)xμr(2)

…xμr(n)

=Vc
μr(i)
(x1…xr-1)(xr+1xr)(xr+2…xn)

=Vc
μr(i)
(x1…xr-1)(W[k]xrxr+1)(xr+2…xn)

=Vc
μr(i)Tμrx1…xn。

(11)

因此,Vc
i =Vc

μr(i)Tμr
,∀i∈N,r∈ {1,2,…,p-1,p+1,p+2,…,q-1}。

充分性。由(3)式和(11)式可得,对任意的i∈ N,r ∈ {1,2,…,p -1,p +1,p +2,…,q-1},

ci(x1,x2,…,xn)=cμr(i)
(xμr(1)

,xμr(2)
,…,xμr(n)

)。 根据引理3和引理4得,对任意的σ∈Sp,q
n ,有ci(x1,

…,xn)=cσ(i)(xσ-1(1),…,xσ-1(n)),∀i∈N。 因此,G 是关于 (N1,N2)的部分对称博弈。

定理2 考虑有限博弈G ∈G[n;k]。设 N1={1,2,…,p},N2={p+1,p+2,…,q},则G 是关于

(N1,N2)的部分对称博弈当且仅当

U1

U2

In-q 􀱋Bq+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 V

T
G =0, (12)

式中

U1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

⋱ ⋱

Ikn -Tμp-1

Bp

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,U2=

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

⋱ ⋱

Ikn -Tμq-1

Bq

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (13)
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Bp =

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-2

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,Bq =

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,Bq+1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (14)

VG =[Vc
1Vc

2…Vc
n],Tμr =Ikr-1 􀱋W [k]􀱋Ikn-r-1。 (15)

证明 因为μr(r)=r+1,μr(r+1)=r以及对任意的i≠r,r+1,有μr(i)=i。 故条件(9)可以表

述为

Vc
r =Vc

r+1Tμr
,∀r∈ {1,2,…,p-1,p+1,p+2,…,q-1};

Vc
i =Vc

iTμr
,∀i∈N,r∈ {1,2,…,p-1,p+1,p+2,…,q-1}且r≠i-1,i。

(16)

上述方程可表示成

R1

R2

In-q 􀱋Bq+1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

VG  T=0, (17)

式中

R1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

⋱ ⋱

Ikn -Tμp-1

B1

B2

B3

⋱

Bp

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,R2=

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

⋱ ⋱

Ikn -Tμq-1

Bp+1

Bp+2

Bp+3

⋱

Bq

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (18)

B1=

Ikn -Tμ2

Ikn -Tμ3

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,B2=

Ikn -Tμ3

Ikn -Tμ4

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,Br =

Ikn -Tμ1

︙

Ikn -Tμr-2

Ikn -Tμr+1

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

3≤r≤p-2  ,
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Bp-1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-3

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,Bp+1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+2

Ikn -Tμp+3

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,Bp+2=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+3

Ikn -Tμp+4

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

Bs =

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

︙

Ikn -Tμs-2

Ikn -Tμs+1

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

p+3≤s≤q-2  ,Bq-1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

对方程(17)的系数矩阵进行初等行变换,可得到方程(17)的等价方程

R􀮨1

R􀮨2

In-q 􀱋Bq+1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

VG  T=0, (19)

式中

R􀮨1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

⋱ ⋱

Ikn -Tμp-1

B􀮨p

Bp

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,R􀮨2=

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

⋱ ⋱

Ikn -Tμq-1

B􀮨q

Bq

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (20)

B􀮨p =-

B1

B2

⋱

Bp-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

Ikn -Tμ1

Ikn ⋱

⋱ -Tμp-2

Ikn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1 0

︙

0

-Tμp-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

B1Tμ1Tμ2
…Tμp-1

B2Tμ2Tμ3
…Tμp-1

︙

Bp-2Tμp-2Tμp-1

Bp-1Tμp-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,
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B􀮨q = -

Bp+1

Bp+2

⋱
Bq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

Ikn -Tμp+1

Ikp+2 ⋱
⋱ -Tμq-2

Ikn

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1 0
︙

0
-Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

Bp+1Tμp+1Tμp+2
…Tμq-1

Bp+2Tμp+2Tμp+3
…Tμq-1

︙

Bq-1Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

令

F1=Iq-3 􀱋 (Tμp-1
…Tμ2Tμ1

),Fr =Iq-4 􀱋 (Tμp-1
…Tμr+1Tμr

),∀2≤r≤p-1,

Fp+1=Iq-3 􀱋 (Tμq-1
…Tμp+2Tμp+1

),Fs =Iq-4 􀱋 (Tμq-1
…Tμs+1Tμs

),∀p+2≤s≤q-1。
(21)

对B􀮨p ,B􀮨q 进行初等行变换,得

B
︿

p =

F1B1Tμ1Tμ2
…Tμp-1

F2B2Tμ2Tμ3
…Tμp-1

︙

Fp-2Bp-2Tμp-2Tμp-1

Fp-1Bp-1Tμp-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,B
︿

q =

Fp+1Bp+1Tμp+1Tμp+2
…Tμq-1

Fp+2Bp+2Tμp+2Tμp+3
…Tμq-1

︙

Fq-2Bq-2Tμq-2Tμq-1

Fq-1Bq-1Tμq-1

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。 (22)

由交换矩阵 W [k]的性质得,对任意的1≤i,j≤n-1,且i+2≤j,

TμiTμj =(Iki-1 􀱋W [k]􀱋Ikn-i-1)I kj-1 􀱋W [k]􀱋Ikn-j-1)

=Iki-1 􀱋 (W [k]􀱋Ikj-i-2 􀱋W [k])􀱋Ikn-j-1

= I kj-1 􀱋W [k]􀱋Ikn-j-1)(Iki-1 􀱋W [k]􀱋Ikn-i-1)

=TμjTμi
,

对任意的1≤i≤n-2,

TμiTμi+1Tμi=(Iki-1 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-1)I ki 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-2)(Iki-1 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-1)

=Iki-1 􀱋 [W[k]􀱋Ik  Ik 􀱋W[k]  W[k]􀱋Ik  ]􀱋Ikn-j-1

=Iki-1 􀱋 [Ik 􀱋W[k]  W[k]􀱋Ik  Ik 􀱋W[k]  ]􀱋Ikn-j-1

= I ki 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-2)(Iki-1 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-1)(Iki 􀱋W[k]􀱋Ikn-i-2)

=Tμi+1TμiTμi+1
。

因此,对 任 意 的 1 ≤ i ≤ r - 2 或 s + 1 ≤ i ≤ n,Tμs-1
…Tμr+1TμrTμiTμrTμr+1

…Tμs-1

=TμiTμs-1
…Tμr+1TμrTμrTμr+1

…Tμs-1 =Tμi
,对任意的r+1≤i≤s-1,

Tμs-1
…Tμr+1TμrTμiTμrTμr+1

…Tμs-1=Tμs-1
…Tμi-1

(Tμi-2
…TμrTμiTμr

…Tμi-2
)Tμi-1

…Tμs-1

=Tμs-1
…Tμi-1TμiTμi-1

…Tμs-1

=Tμs-1
…Tμi

(TμiTμi-1Tμi
)Tμi

…Tμs-1

=Tμs-1
…Tμi+1Tμi-1Tμi+1

…Tμs-1

=Tμi-1
。

故Tμs-1
…Tμr+1TμrTμiTμrTμr+1

…Tμs-1 =
Tμi∀1≤i≤r-2或s+1≤i≤n,

Tμi-1∀r+1≤i≤s-1。 (23)

因此,方程(19)等价于方程(12)。

给定两个不相交的局中人子集 N1,N2,将关于 (N1,N2)的部分对称博弈子空间记为S(N1,N2)[n;k] 。如何

确定S(N1,N2)[n;k] 的维数和基是我们将要解决的问题。由方程(12)可知,解决这个问题的关键是求解如下三个

齐次线性方程组Bpx=0,Bqx=0,Bq+1x=0,其中
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Bp =

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-2

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-3 􀱋W[k]􀱋Ikq-p+1

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-2 􀱋W[k]

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀱋Ikn-q, (24)

Bq =

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-2 􀱋W[k]􀱋Ikq-p

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-3 􀱋W[k]􀱋Ik

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀱋Ikn-q, (25)

Bq+1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

︙

Ikn -Tμp-1

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

︙

Ikn -Tμq-1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-2 􀱋W[k]􀱋Ikq-p

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-2 􀱋W[k]

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀱋Ikn-q。 (26)

令

A=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-3 􀱋W[k]􀱋Ikq-p+1

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-2 􀱋W[k]

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,B=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-2 􀱋W[k]􀱋Ikq-p

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-3 􀱋W[k]􀱋Ik

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,C=

Ikq -W[k]􀱋Ikq-2

Ikq -Ik 􀱋W[k]􀱋Ikq-3

︙

Ikq -Ikp-2 􀱋W[k]􀱋Ikq-p

Ikq -Ikp 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-2

Ikq -Ikp+1 􀱋W[k]􀱋Ikq-p-3

︙

Ikq -Ikq-2 􀱋W[k]

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。(27)

那么

Bp =A 􀱋Ikn-q,Bq =B 􀱋Ikn-q,Bq+1=C􀱋Ikn-q。 (28)

引理5 线性方程组Cx=0的解空间的维数为 Cp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1。对每个可重复的组合c1c2…cs(1≤c1
≤c2 ≤ … ≤cs ≤k),令 Pc1c2…cs

为c1c2…cs 的所有可重复的排列的集合。定义kq 维的向量

ηc1c2…cq =x=(x1…11,…,x1…1k,x1…21,…,x1…2k,…,xk…k1,…,xk…kk)T , (29)
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其中 xl1l2…lq =
1,l1l2…lp ∈Pc1c2…cp

且lp+1lp+2…lq ∈Pcp+1cp+2
…cq
,

0,其它, 则{ηc1c2…cq|1≤c1≤c2≤…≤cp

≤k,1≤cp+1 ≤cp+2 ≤ … ≤cq ≤k}是线性方程组Cx=0的解空间 Xp,q 的一组基。

证明 根据换位矩阵的性质,向量x 是Cx=0的解当且仅当

xl1l2…lq =xμr(l1l2…lq)
,∀r=1,2,…,p-1,p+1,…,q-1,∀1≤l1,l2,…,lq ≤k。 (30)

显然,(30)等价于

xl1l2…lq =xτ(l1l2…lq)
,∀τ∈Sp,q

q ,∀1≤l1,l2,…,lq ≤k。 (31)

因此,Cx=0的所有的自由变量为

xl1l2…lq
,1≤l1 ≤l2 ≤ … ≤lp ≤k,1≤lp+1 ≤lp+2 ≤ … ≤lq ≤k。 (32)

自由变量的总个数为 Cp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1。因此,线性方程组Cx=0的解空间的维数为 Cp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1,并且

ηc1c2…cq 1≤c1≤c2≤ … ≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤ … ≤cq ≤k}是齐次线性方程组Cx=0的解空

间的一组基。

由引理5,可以直接得到如下两个引理。

引理6 线性方程组Ax=0的解空间的维数为kCp-1
k+p-2Cq-p

k+q-p-1。定义kq 维的向量

ξc1c2…cq =y=(y1…11,…,y1…1k,y1…21,…,y1…2k,…,yk…k1,…,yk…kk)T , (33)

式中 yl1l2…lq =
1,l1l2…lp-1 ∈Pc1c2…cp-1

,lp =cp,lp+1lp+2…lq ∈Pcp+1cp+2
…cq
,

0,其它, 则{ξc1c2…cq|1≤c1≤c2≤

… ≤cp-1≤k,1≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤…≤cq≤k}是线性方程组Ax=0的解空间Yp,q 的一组基。

引理7 线性方程组Bx=0的解空间的维数为kCp
k+p-1Cq-p-1

k+q-p-2。定义kq 维的向量

ζc1c2…cq =z=(z1…11,…,z1…1k,z1…21,…,z1…2k,…,zk…k1,…,zk…kk)T , (34)

式中 zl1l2…lq =
1,l1l2…lp ∈Pc1c2…cp

,lp+1lp+2…lq-1 ∈Pcp+1cp+2
…cq-1

,lq =cq,

0,其它, 则 {ζc1c2…cq|1≤c1≤c2≤

… ≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤…≤cq-1≤k,1≤cq≤k}是线性方程组Bx=0的解空间 Zp,q 的一组基,

记MW 为以子空间W 的一组基作为列所构成的矩阵。

引理8 对任意满足1≤c1 ≤c2≤ … ≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤ … ≤cq ≤k并且c1=c2=…=

cp 和cp+1=cp+2=…=cq 不同时成立的排列c1c2…cq ,我们定义|Pc1c2…cp ||Pcp+1cp+2
…cq |-1个向量 

αl1l2…lqc1c2…cq =x(l1l2…lp ∈Pc1c2…cp
,lp+1lp+2…lq ∈Pcp+1cp+2

…cq
,l1l2…lq ≠c1c2…cq),其中

xt1t2…tq =

1,t1t2…tq =c1c2…cq,

-1,t1t2…tq =l1l2…lq,

0,其它。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

那么所有αl1l2…lqc1c2…cq
构成了 Xp,q 的正交补空间 X⊥

p,q 的一组基。此外,线性系统Cx=0等价于 MT
X⊥p,qx=0。

证明 根据等价条件(31)以及自由变量(32),{ηc1c2…cq|1≤c1≤c2≤ … ≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2

≤ …≤cq≤k}是 Xp,q 的一组基。根据αl1l2…lqc1c2…cq
的构造方法,可直接得到每个αl1l2…lqc1c2…cq

都正交于 Xp,q 。此

外,αl1l2…lqc1c2…cq
的总数为

∑
1≤c1≤c2≤…≤cp≤k,

1≤cp+1≤cp+2≤…≤cq≤k

(|Pc1c2…cp |·|Pcp+1cp+2
…cq|-1)=kq -Cp

k+p-1Cq-p
k+q-p-1=kq -dim Xp,q  。

因此,所有的αl1l2…lqc1c2…cq
构成了 X⊥

p,q 的一组基。

由引理8,可以直接得到如下两个引理。

引理9 对任意满足1≤c1 ≤c2 ≤ … ≤cp-1 ≤k,1≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤ … ≤cq ≤k并且
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c1=c2=…=cp-1 和cp+1=cp+2=…=cq 不同时成立的排列c1c2…cq ,定义|Pc1c2…cp-1||Pcp+1cp+2
…cq|-1

个向量βl1l2…lqc1c2…cq =y(l1l2…lp-1∈Pc1c2…cp-1
,lp=cp,lp+1lp+2…lq∈Pcp+1cp+2

…cq
,l1l2…lq≠c1c2…cq),其中

yt1t2…tq =

1,t1t2…tq =c1c2…cq,

-1,t1t2…tq =l1l2…lq,

0,其它,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

那么所有的βl1l2…lqc1c2…cq
构成了Yp,q 的正交补空间Y⊥

p,q 的一组基。此外,线性系统Ax=0等价于 MT
Y⊥p,qx=0。

引理10 对任意满足1≤c1 ≤c2 ≤ … ≤cp ≤k,1≤cp+1≤cp+2≤ … ≤cq-1≤k,1≤cq ≤k并且

c1=c2=…=cp 和cp+1=cp+2=…=cq-1 不同时成立的排列c1c2…cq ,定义|Pc1c2…cp||Pcp+1cp+2
…cq-1|-1

个向量γl1l2…lqc1c2…cq =z(l1l2…lp ∈Pc1c2…cp
,lp+1lp+2…lq-1∈Pcp+1cp+2

…cq-1
,lq=cq,l1l2…lq≠c1c2…cq),其中

zt1t2…tq =

1,t1t2…tq =c1c2…cq,

-1,t1t2…tq =l1l2…lq,

0,其它,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

那么所有的γl1l2…lqc1c2…cq
构成了 Zp,q 的正交补空间 Z⊥

p,q 的一组基。此外,线性系统Bx=0等价于 MT
Z⊥p,qx=0。

定理3 考虑有限博弈G∈G[n;k]。设 N1={1,2,…,p},N2= p+1,p+2,…,q  。则S(N1,N2)[n;k] 的

维数为kn-q+1Cp-1
k+p-2Cq-p

k+q-p-1+kn-q+1Cp
k+p-1Cq-p-1

k+q-p-2+(n-q)kn-qCp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1。
如下 nkn × k n-q+1Cp-1

k+p-2Cq-p
k+q-p-1+kn-q+1Cp

k+p-1Cq-p-1
k+q-p-2+(n-q)kn-qCp

k+p-1Cq-p
k+q-p-1)矩阵

W kp-1,k  􀱋Ikn-p  MYp,q 􀱋Ikn-q  

Ik􀱋W kp-2,k  􀱋Ikn-p  MYp,q 􀱋Ikn-q  

Ik2 􀱋W kp-3,k  􀱋Ikn-p  MYp,q 􀱋Ikn-q  

︙

Ikp-2 􀱋W[k]􀱋Ikn-p  MYp,q 􀱋Ikn-q  

MYp,q 􀱋Ikn-q

Ikp 􀱋W kq-p-1,k  􀱋Ikn-q  MZp,q 􀱋Ikn-q  

Ikp+1 􀱋W kq-p-2,k  􀱋Ikn-q  MZp,q 􀱋Ikn-q  

Ikp+2 􀱋W kq-p-3,k  􀱋Ikn-q  MZp,q 􀱋Ikn-q  

︙

Ikq-2 􀱋W[k]􀱋Ikn-q  MZp,q 􀱋Ikn-q  

MZp,q 􀱋Ikn-q

In-q􀱋MXp,q 􀱋Ikn-q

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(35)

的列构成了S(N1,N2)[n;k] 的一组基。此外,关于 (N1,N2)的部分对称博弈的方程数目最少的判别方程为

W1

W2

In-q 􀱋MT
X⊥p,q 􀱋Ikn-q

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

VT
G =0, (36)

式中

W1=

Ikn -Tμ1

Ikn -Tμ2

⋱ ⋱

Ikn -Tμp-1

MT
Y⊥p,q 􀱋Ikn-q

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,W2=

Ikn -Tμp+1

Ikn -Tμp+2

⋱ ⋱

Ikn -Tμq-1

MT
Z⊥p,q 􀱋Ikn-q

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。(37)
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证明 根据定理2的(12)式,S(N1,N2)[n;k] 的一组基可以通过解如下三个方程

Bpx=0, (38)

Bqx=0, (39)

Bq+1x=0, (40)

得到。由引理5以及(24)式可得,方程(40)的解空间的维数为kn-qCp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1。同理可得,方程(38)和

(39)的解空间的维数分别为kn-q+1Cp-1
k+p-2Cq-p

k+q-p-1,kn-q+1Cp
k+p-1Cq-p-1

k+q-p-2。因此,由(12)式可得,S(N1,N2)[n;k] 的维

数为kn-q+1Cp-1
k+p-2Cq-p

k+q-p-1+kn-q+1Cp
k+p-1Cq-p-1

k+q-p-2+(n-q)kn-qCp
k+p-1Cq-p

k+q-p-1。此外,矩阵

Tμ1Tμ2
…Tμp-1 MYp,q 􀱋Ikn-q  

Tμ2Tμ3
…Tμp-1 MYp,q 􀱋Ikn-q  

Tμ3Tμ4
…Tμp-1 MYp,q 􀱋Ikn-q  

︙

Tμp-1 MYp,q 􀱋Ikn-q  

MYp,q 􀱋Ikn-q

Tμp+1Tμp+2
…Tμq-1 MZp,q 􀱋Ikn-q  

Tμp+2Tμp+3
…Tμq-1 MZp,q 􀱋Ikn-q  

Tμp+3Tμp+4
…Tμq-1 MZp,q 􀱋Ikn-q  

︙

Tμq-1 MZp,q 􀱋Ikn-q  

MZp,q 􀱋Ikn-q

In-q 􀱋MXp,q 􀱋Ikn-q

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(41)

的列是S(N1,N2)[n;k] 的一组基。根据引理1,知道(41)即是(35)。再由引理8-10,得(36)等价于(12)。由于(36)

的系数矩阵是行满秩的,故(36)式是关于 (N1,N2)的部分对称博弈的方程数目最少的判别方程。

注1 在定义6中,N1,N2 是N 的任意两个互不相交的子集。然而,在定理2和定理3中,我们不失

一般性地假设 N1={1,2,…,p},N2={p+1,p+2,…,q}。事实上,设 N􀮨1={l1,l2,…,lp},N􀮨2=

{lp+1,lp+2,…,lq},N\(N􀮨1 ∪ N􀮨2)= {t1,t2,…,tn-q},我 们 可 以 构 造 一 个 置 换 矩 阵 H =

n
[l1l2…lqt1t2…tn-q]。 那么,

[Vc
l1V

c
l2
…Vc

lqV
c
t1V

c
t2
…Vc

tn-q
]=[Vc

1Vc
2…Vc

n]H =VGH。 (42)

令ci(x1,x2,…,xn)=Vc
ix1x2…xn =V􀮨c

ixl1
…xlqxt1

…xtn-q
。根据矩阵半张量积的性质,存在置换矩

阵Q 使得 x1x2…xn =Qxl1
…xlqxt1

…xtn-q
。因此,V􀮨ci =Vc

iQ 。

(V􀮨cl1)
T

︙

(V􀮨clq)
T

(V􀮨ct1)
T

︙

(V􀮨ctn-q
)T

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=HT

(V􀮨c1)T

(V􀮨c2)T

︙

(V􀮨cn)T

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=HT

QT(Vc
1)T

QT(Vc
2)T

︙

QT(Vc
n)T

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=HT(In 􀱋QT)(VG)T。 (43)
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因此,用HT(In􀱋QT)(VG)T替换定理2和定理3中的(VG)T即可得到关于(N􀮨1,N􀮨2)的部分对称博弈

的结论。将(35)式的矩阵记为矩阵D ,那么 (In 􀱋Q)HD 的列构成S(N􀮨1,N􀮨2)[n;k] 的一组基。

4 例子

考虑关于(N1,N2)的部分对称博弈子空间S(N1,N2)[5;2] ,其中 N1= {1,2},N2= {3,4}。根据定理3,矩阵

(W[2]􀱋I8)(MY2,4 􀱋I2)

MY2,4 􀱋I2

(I4 􀱋W[2]􀱋I2)(MZ2,4 􀱋I2)

MZ2,4 􀱋I2

MX2,4 􀱋I2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(44)

的列为S(N1,N2)[5;2] 的一组基。此外,方程组

I32 -W[2]􀱋I8

MT
Y⊥2,4 􀱋I2

I32 -I4 􀱋W[2]􀱋I2

MT
Z⊥2,4 􀱋I2

MT
X⊥2,4 􀱋I2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(VG)T=0 (45)

是关于 (N1,N2)的部分对称博弈的方程数目最少的判别方程,其中

W[2]= 4
[1324], (46)

MX2,4 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,MX⊥2,4 =

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

-1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0

0 0 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 -1 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 0

0 0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 -1

0 0 0 0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1111)

(1112)

(1121)

(1122)

(1211)

(1212)

(1221)

(1222)

(2111)

(2112)

(2121)

(2122)

(2211)

(2212)

(2221)

(2222)

, (47)
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MY2,4 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,MY⊥2,4 =

0 0 0 0

1 0 0 0

-1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 -1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 -1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 -1

0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1111)

(1112)

(1121)

(1122)

(1211)

(1212)

(1221)

(1222)

(2111)

(2112)

(2121)

(2122)

(2211)

(2212)

(2221)

(2222)

, (48)

MZ2,4 =

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,MZ⊥2,4 =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

-1 0 0 0

0 -1 0 0

0 0 -1 0

0 0 0 -1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1111)

(1112)

(1121)

(1122)

(1211)

(1212)

(1221)

(1222)

(2111)

(2112)

(2121)

(2122)

(2211)

(2212)

(2221)

(2222)

。 (49)

假设 N􀮨1={2,3},N􀮨2={1,5}。令H = 5
[23154],Q=W[4,2](I8 􀱋W[2])。矩阵

I5􀱋Q  H

W[2]􀱋I8  MY2,4 􀱋I2  

MY2,4 􀱋I2

I4􀱋W[2]􀱋I2  MZ2,4 􀱋I2  

MZ2,4 􀱋I2  

MX2,4 􀱋I2  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(50)
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的列为S(N􀮨1,N􀮨2)[n;k] 的一组基。

I32 -W[2]􀱋I8

MT
Y⊥2,4 􀱋I2

I32 -I4 􀱋W[2]􀱋I2

MT
Z⊥2,4 􀱋I2

MT
X⊥2,4 􀱋I2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

HT(I5 􀱋Q)(VG)T=0 (51)

是关于 (N􀮨1,N􀮨2)的部分对称博弈的方程数目最少的判别方程。

5 结语

针对关于局中人两个子集的部分对称博弈,利用基于相邻对换的矩阵半张量积的方法,得到了该部分对

称博弈的等价条件以及方程数目最小的判别方程,求出了关于局中人两个子集的部分对称博弈子空间的维

数和基。今后将对一般性的部分对称博弈及相关有限博弈空间分解问题展开研究。
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