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多层布尔控制网络的集合可达性和可观测性
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摘　要　研究了具有全局状态层的多层布尔控制网络的集合可达性和可观测性。首先，通过状态转换图重
构技术，将多层布尔控制网络扩展到逻辑动态系统。其次，给出多层布尔控制网络集合可达性的充分必要条
件。随后，通过并行拓展技术和集合可达性，给出多层布尔控制网络可观测性的充要条件。最后，通过算例
验证了理论结果的正确性。
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１　引言

生物过程建模已经成为数学建模中的热门话题。因此，人们对基因调控网络的研究有着非常大的兴趣。

基因调控网络的建模方法也相当广泛，其中包括布尔网络，差分方程，混杂系统，Ｐｅｔｒｉ网，线性回归模型等。
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由于布尔网络［１］模型能够简洁有效地描述作用在有限集上的动态离散模型。因此，布尔网络［１］已成为基因
调控网络的重要模型。此外，布尔网络在许多领域都有应用，包括系统生物学［２，３］、化学［４］、社会科学［５］等。

随着矩阵半张量积［６］的引入，布尔网络的许多理论问题已经得到解决，例如可控性［７－９］、稳定性［１０－１２］、最优控

制［１３］、辨识［１４］，以及其它相关问题［１５－１７］。

可达性是系统科学和控制架构的基本概念和研究课题，也是生物系统和遗传调控网络的焦点。在生物
网络中，人们通过设计控制策略，将复杂网络从患病状态驱动至健康状态。因此，布尔控制网络的可达性已
被用于设计和分析治疗干预策略。目前，已经得到了许多关于可达性的重要结论。文献［１８］主要研究了具
有状态和控制时滞的布尔控制网络的可达性问题。文献［１９］研究了具有干扰输入的布尔控制网络的鲁棒可
达性。文献［２０］研究了层次布尔控制网络的可达性和同步性问题。受到文献［２１，２２］的启发，文献［２３］研究
了马尔科夫跳变布尔网络的集合可达性。进一步，文献［２４］研究了状态依赖的脉冲布尔网络集合可达性的
牵制控制设计问题。可观测性是现代控制理论中的另一个非常重要的概念。目前，已经有很多关于布尔网
络以及布尔控制网络可观测性的优秀成果。例如，文献［２５］通过有限自动机解决了布尔控制网络的可观测
性问题。在此基础上，文献［２６］提出了一种替代方法用于解决布尔网络的可观测性问题。受到上述文献启
发，文献［２７］给出了关于布尔控制网络可观测性的一些新结论。文献［２８］通过集合可达性和并行拓展技术
解决了布尔控制网络的可观测性问题。在文献［２９］中，布尔控制网络的可观测性问题被转换为集合可控性
问题，并且给出了一个简洁并且易于验证的充要条件，此外，文献［３０－３２］也是关于可观测性的优秀成果。

为了理解具有许多层次和交互共存的复杂生物系统的演化过程，多层网络作为一个新的描述已被提出。

值得注意的是，多层网络不仅提供了构建生化系统的多级模型，还能更好地描述更丰富的相互作用结构。在
过去的几年中，基于多层布尔网络的各种研究已经完成。文献［３３］研究了两层网络的同步能力。文献［３４］

研究了多层布尔网络的稳定性问题。文献［３５］研究了多层布尔控制网络的能控性问题。同时，由于生物调
节的系统分析需要整体水平上的基因相互作用，而不是生物体孤立部分的特征［２］。因此，从整体角度分析多
层布尔控制网络的集合可达性和可观测性是相当必要的。基于上述讨论，本文希望通过一个具有全局状态
层的多层布尔控制网络来从整体层面上考虑不同层之间节点的相互作用。事实上，多层网络在细胞生化网
络、自然科学、社会科学和信息科学等领域也有诸多应用。因此，研究具有全局状态层的多层布尔控制网络
的集合可达性及其可观测性是有意义的。本文的主要贡献包括两点：（１）与传统的布尔控制网络结构不同，

本文研究的多层布尔控制网络具有全局状态层，可以模拟更加复杂的动态系统。（２）本文通过状态转换图
重构技术给出了具有全局状态层的多层布尔控制网络集合可达性的充要条件。其次，在集合可达性的基础
上，利用并行互联技术给出了多层布尔控制网络的可观测性的充要条件。

２　预备知识

２．１　符号说明

（１）Ｄ＝ ０，１｛ ｝，Ｄｎ＝Ｄ×Ｄ×…×Ｄ
烐烏 烑
ｎ

。（２）Ｉｎ ：ｎ阶单位矩阵。（３）Δｎ＝
１
ｎ
，２
ｎ
，…，ｎ

ｎ｛ ｝，其中 ｉ
ｎ 表

示ｎ阶单位矩阵的第ｉ列。（４）Ｃｏｌｉ（Ａ）：矩阵Ａ的第ｉ列。（５）
０
ｎ
：［００…０

烐烏 烑
ｎ

］Ｔ 。（６） Ｎ：Ｍ［ ］：｛Ｎ，Ｎ＋

１，…，Ｍ｝，其中Ｎ ≤Ｍ 且Ｎ，Ｍ 都是正整数。（７）一个ｎ×ｍ 维的矩阵Ａ ，如果它的每一列都属于集合

Δｎ，则称矩阵Ａ为一个逻辑矩阵。所有ｎ×ｍ 维的逻辑矩阵构成的集合记作Ｌｎ×ｍ 。（８）仅由０和１构成的

ｎ×ｍ 维矩阵Ａ被称为一个布尔矩阵。所有的ｎ×ｍ 维的布尔矩阵构成的集合记作Ｂｍ×ｎ 。（９）Ｂ ：布尔乘

法。（１０）０ｍ×ｎ ：ｍ×ｎ维的零矩阵。（１１）Ｗ ｍ，ｎ［ ］＝ Ｉｎ 
１
ｍＩｎ 

２
ｍ
…Ｉｎ 

ｍ
ｍ［ ］，其中Ｗ ｍ，ｎ［ ］表示指标

为ｍ 和ｎ的换位矩阵。（１２）Ｍｒ，ｋ ＝
１
ｋ 

１
ｋ

２
ｋ 

２
ｋ
… ｋ

ｋ 
ｋ
ｋ［ ］，其中Ｍｒ，ｋ 为指标为ｋ的降阶矩阵。

２．２　矩阵半张量积的定义和性质
定义１［６］　设矩阵Ａ∈Ｌｎ×ｍ ，Ｂ∈Ｌｐ×ｑ ，并且α是ｍ 和ｐ的最小公倍数。那么，Ａ和Ｂ的半张量积定

义为Ａ Ｂ＝ Ａ Ｉα／ｍ（ ）ＢＩα／ｐ（ ）其中  为Ｋｒｏｎｃｅｋｅｒ积。当ｍ＝ｐ时，矩阵的半张量积等于它们的普

通乘法。因此，矩阵的半张量积是矩阵乘法的推广。为简化后面的内容，省略半张量积符号 。
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引理１［６］　假设ｆ　Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ ）是一个关于逻辑变量Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ 的逻辑函数，则可以找到唯一
的矩阵Ｍｆ ∈Ｌ２×２ｎ ，称为函数ｆ 的结构矩阵，使得ｆ　Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ（ ）＝Ｍｆ

ｎ
ｉ＝１ｘｉ ，这里ｘｉ ∈Δ２，并且

Ｃｏｌｉ Ｍｆ（ ）＝ｆ
ｉ
２ｎ（ ），ｉ＝１，２，…，２ｎ 。

关于矩阵的半张量积的一些性质已在文献［６］中有详细阐述，因此在本文中不再过多赘述。

２．３　问题描述
本文考虑的多层布尔控制网络有Ｋ 层，每层有 Ｎ 个节点。在整个网络中，彼此不同的节点一共有

ｎ　Ｎ ≤ｎ≤ＮＫ（ ）个。具体可用如下模型表示

Ｘ　ｔ＋１（ ）＝ｆ　Ｘ（ｔ），Ｕ（ｔ）（ ），

Ｘ
～
ｔ＋１（ ）＝ｆ

～
Ｘ（ｔ），Ｕ（ｔ）（ ），

Ｙ　ｔ＋１（ ）＝ｈ　Ｘ
～
ｔ＋１（ ）（ ），

烅

烄

烆

（１）

这里Ｘ（ｔ）＝ Ｘ１（ｔ）Ｘ２（ｔ）…ＸＫＮ（ｔ）［ ］Ｔ∈ＤＫＮ，Ｘ
～（ｔ）＝ Ｘ

～
１（ｔ）Ｘ

～
２（ｔ）…Ｘ

～
ｎ（ｔ）［ ］Ｔ∈Ｄｎ，Ｙ（ｔ）＝［Ｙ１（ｔ）Ｙ２（ｔ）

…Ｙｐ（ｔ）］Ｔ∈Ｄｐ，以及Ｕ（ｔ）＝ Ｕ１（ｔ）Ｕ２（ｔ）…Ｕｍ（ｔ）［ ］Ｔ∈Ｄｍ 是逻辑向量，并且Ｘｉ，Ｘ
～
ｉ，Ｙｊ，Ｕｋ ∈ 分别表示

第ｉ个节点的状态，第ｉ个节点的全局状态，第ｊ个输出节点的状态以及第ｋ个控制输入。ｆ：ＤＫＮ＋ｍ→ＤＫＮ

和ｆ
～：ＤＫＮ＋ｍ→Ｄｎ 分别表示逻辑函数，ｆ

～
也被称为渠道函数，ｈ：Ｄｎ→Ｄｐ 表示输出函数。

备注１　公式（１）中的全局状态Ｘ
～
ｔ＋１（ ）是由吴等人在文献［３６］中提出的，其目的是为了从系统生物学

的角度描述网络的全局状态，其中Ｘ
～
ｔ＋１（ ）＝ ｎ

ｉ＝１Ｘ
～
ｉｔ＋１（ ），这里Ｘ

～
ｉｔ＋１（ ）表示如下

Ｘ
～
ｉｔ＋１（ ）＝ｆ

～
ｉ Ｘｌｉ１ｉ （ｔ），Ｘｌｉ２ｉ （ｔ），…，Ｘｌｉｓｉ （ｔ），Ｕ１（ｔ），Ｕ２（ｔ），…，Ｕｍ（ｔ）（ ），

式中Ｘｌｉｓｉ 表示在第ｌｉｓ 层的节点ｉ的状态，并且 ｌｉ１，ｌｉ２，…，ｌｉｓ｛ ｝ １，２，…，Ｋ｛ ｝。

接下来，令ｘ（ｔ）＝ Ｋ
ｌ＝１ｘｌ（ｔ），ｘ

～（ｔ）＝ ｎ
ｉ＝１ｘ

～
ｉ（ｔ），ｙ（ｔ）＝ ｐ

ｉ＝１ｙｉ（ｔ）以及ｕ（ｔ）＝ ｍ
ｋ＝１ｕｋ（ｔ）分别表示

Ｘ（ｔ），Ｘ
～（ｔ），Ｙ（ｔ）以及Ｕ（ｔ）的向量形式。这里ｘｌ（ｔ）＝ ａｉｌ＝１ｘｌｉ（ｔ）表示第ｌ层的整体状态，并且ａｉｌ＝１表

示节点ｉ在第ｌ层出现，ｘｌｉ 表示节点ｉ在第ｌ层的状态。则通过引理１，多层布尔控制网络（１）可以转化为

ｘ　ｔ＋１（ ）＝Ｌｕ（ｔ）ｘ（ｔ），

ｘ
～
ｔ＋１（ ）＝Ｌ

～
ｕ（ｔ）ｘ（ｔ），

ｙ　ｔ＋１（ ）＝Ｈｘ
～
ｔ＋１（ ），

烅

烄

烆

（２）

式中ｘ（ｔ）∈Δ２　ＮＫ ，ｘ
～（ｔ）∈Δ２ｎ ，ｙ（ｔ）∈Δ２ｐ ，ｕ（ｔ）∈Δ２　ｍ，并且Ｌ∈Ｌ２　ＮＫ×２　ｍ＋ＮＫ 和Ｌ

～
∈Ｌ２ｎ×２　ｍ＋ＮＫ 分别表示

整体和全局结构矩阵，Ｈ∈Ｌ２ｐ×２ｎ表示输出结构矩阵。继而，用代数形式（２）来说明本文的方法和结果。

ｘ　ｔ；ｕ，ｘ０（ ）和ｘ
～
ｔ；ｕ，ｘ０（ ）分别表示在控制序列ｕ＝ ｕ（ｔ）｛ ｝下系统的整体和全局状态轨迹，ｙ　ｔ；ｕ，ｘ０（ ）表示

对应的输出，即ｙ　ｔ；ｕ，ｘ０（ ）＝Ｈｘ
～
ｔ；ｕ，ｘ０（ ）。

定义２　考虑多层布尔控制网络（２），假定初始子集Ｍ０ Δ２　ＮＫ 是初始状态的集合，整体目标子集Ｍｄ

Δ２　ＮＫ 是整体末态的集合，全局目标子集Ｍ
～
ｄ Δ２ｎ 是全局末态的集合。

（１）Ｍｄ 被称从Ｍ０出发整体可达的，如果对于任意的初始状态ｘ０∈Ｍ０，存在一个正整数ξ≥１和一个
输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得

ｘξ；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍｄ 。 （３）

（２）Ｍ
～
ｄ 被称从Ｍ０出发全局可达的，如果对于任意的初始状态ｘ０∈Ｍ０，存在一个正整数ξ≥１和一个

输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得

ｘ
～

ξ；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍ
～
ｄ 。 （４）

定义３　假定ｘ０ 和ｘ′０是两个不同的初始状态。ｘ０和ｘ′０被称为是可区分的，如果存在一个正整数ξ≥１
和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得ｙξ；ｕ，ｘ０（ ）≠ｙξ；ｕ，ｘ

′
０（ ）。

定义４　多层布尔控制网络（２）被称为可观测的，如果对于任意的两个不同的初始状态ｘ０，ｘ′０∈Δ２　ＫＮ ，
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存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得

ｙξ；ｕ，ｘ０（ ）≠ｙξ；ｕ，ｘ
′
０（ ）。 （５）

备注２　在定义３的基础上，将定义４重写为：多层布尔控制网络（２）被称为可观测的，如果对于任意的
两个不同的初始状态ｘ０，ｘ′０ ∈Δ２　ＫＮ ，存在一个输入序列ｕ，使得ｘ０ 和ｘ′０ 是通过输入序列ｕ可区分的。

３　集合可达性

本部分研究多层布尔控制网络（２）的集合可达性。首先，介绍状态转换图重构技术。其次，通过状态转
换图重构技术将多层布尔控制网络（２）转换为逻辑动态系统。最后，给出了多层布尔控制网络（２）集合可达
性的一个充分必要条件。

３．１　状态转换图
状态转换图重构技术［２１］是用于集合可达性分析的主要方法，其主要思路是通过重新构造多层布尔控制

网络的状态以及网络中状态转换的关系来得到逻辑动态系统的状态转换图，进而描绘逻辑动态系统的状态
及引起系统状态转换的事件，表示逻辑动态系统的行为。对于任意的子集Ｍ Δ２　ＫＮ ，它的指标矩阵ＤＭ 表

示如

Ｃｏｌｊ ＤＭ（ ）＝

ｊ
２　ＫＮ
，如果 ｊ

２　ＫＮ ∈Ｍ，
０
２ＫＮ
，否则，

烅
烄

烆
式中ＤＭ ∈Ｂ２　ＫＮ×２　ＫＮ 。

设Ｍｃ
ｄ是整体目标子集ＭｄΔ２　ＫＮ 的补集，而Ｍ

～ｃ
ｄ是全局目标子集Ｍ

～
ｄΔ２ｎ 的补集。同理于ＤＭ ，Ｍｃ

ｄ

和Ｍ
～ｃ
ｄ 的指标矩阵分别用ＤＭｃｄ ∈Ｂ２　ＫＮ×２　ＫＮ 和ＤＭ～ｃｄ ∈Ｂ２ｎ×２ｎ 表示。进一步定义扩充指标矩阵Ｄ

＾
Ｍｃｄ 和Ｄ

＾
Ｍ～ｃｄ 如

下

Ｄ
＾
Ｍｃｄ ＝

ＤＭｃｄ ０２　ＫＮ×２　ＫＮ … ０２　ＫＮ×２　ＫＮ

０２　ＫＮ×２　ＫＮ ＤＭｃｄ … ０２　ＫＮ×２　ＫＮ
   

０２　ＫＮ×２　ＫＮ ０２　ＫＮ×２　ＫＮ … ＤＭｃｄ

熿

燀

燄

燅２　ｍ＋ＫＮ×２　ｍ＋ＫＮ

，Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ ＝

ＤＭ～ｃｄ ０２ｎ×２ｎ … ０２ｎ×２ｎ

０２ｎ×２ｎ ＤＭ～ｃｄ … ０２ｎ×２ｎ
   

０２ｎ×２ｎ ０２ｎ×２ｎ … ＤＭ～ｃｄ

熿

燀

燄

燅２　ｍ＋ＫＮ×２　ｍ＋ＫＮ

，

即使矩阵ＤＭｃｄ 和ＤＭ～ｃｄ 维数不一致，但扩充指标矩阵Ｄ
＾
Ｍｃｄ 和Ｄ

＾
Ｍ～ｃｄ 维数一致且Ｄ

＾
Ｍｃｄ，Ｄ

＾
Ｍ
～ｃｄ∈Ｂ２　ｍ＋ＫＮ×２　ｍ＋ＫＮ。对

于矩阵ＤＭ～ｃｄ ，由Ｎ ≤ｎ≤ＮＫ 可知，２　ｍ＋ＫＮ 是２ｎ 的倍数。可见，矩阵ＤＭ～ｃｄ ∈Β２ｎ×２ｎ 可以扩充为扩充指标矩

阵Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ 。

将状态空间Δ２　ＫＮ 和Δ２ｎ 拓展为Δ０２ＫＮ 和Δ０２ｎ ，其中Δ０２ＫＮ Δ２　ＫＮ ∪
０
２ＫＮ｛ ｝，Δ０２ｎ Δ２ｎ ∪

０
２ｎ｛ ｝。那么，

根据多层布尔控制网络（２），构造逻辑动态系统

ｘ
＾
ｔ＋１（ ）＝ＬＤ

＾
Ｍｃｄｕ（ｔ）ｘ

＾
（ｔ），

ｘ

⌒

ｔ＋１（ ）＝Ｌ
～
Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄｕ（ｔ）ｘ

＾
（ｔ），

烅
烄

烆
（６）

式中ｘ
＾
（ｔ）∈Δ０２ＫＮ ，ｘ

⌒

（ｔ）∈Δ０２ｎ 。

从公式（６）可以看出，当ｘ
＾
（ｔ）∈Μｃ

ｄ 时，对于任意的ｕ（ｔ）∈Δ２　ｍ，ＬＤ
＾
Ｍｃｄｕ（ｔ）ｘ

＾
（ｔ）≠

０
２ＫＮ
；当ｘ

＾
（ｔ）∈Ｍ

～ｃ
ｄ 时，

ＬＤ
＾
Ｍ
～ｃｄｕ（ｔ）ｘ

＾
（ｔ）≠

０
２ｎ
。

备注３　由于网络结构不同，文献［２１］中的指标矩阵不能适应本文研究的多层布尔控制网络。因此，本

文在文献［２１］的基础上提出扩充指标矩阵Ｄ
＾
Ｍｃｄ 和Ｄ

＾
Ｍ～ｃｄ 。通过扩充指标矩阵Ｄ

＾
Ｍｃｄ 和Ｄ

＾
Ｍ～ｃｄ ，将具有全局状态

层的多层布尔控制网络（２）拓展为逻辑动态系统。
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　　下面，将多层布尔控制网络（２）和逻辑动态系统（６）的转换关系通过状态转换图重构技术给出。一个逻
辑动态系统的全局状态转换图是一个边－标号图（，ε），其中 ＝ １∪ ２ 表示节点的集合，１ 表示整体状态的

集合，并且 ２ 表示全局状态的集合。多层布尔控制网络（２）的整体状态集合表示为 １（２）＝Δ２　ＫＮ，全局状态集
合表示为 ２（２）＝Δ２ｎ，边集合表示为ε（２）；逻辑动态系统（６）的整体状态集合表示为 １（６）＝Δ０２ＫＮ，全局状态集合

表示为 ２（６）＝Δ０２ｎ，边集合表示为ε（６）。ε １× ２× ｓ
２　ｍ
表示带有控制的边的集合。 ｊ

２　ＫＮ
，ｉ
２ｎ
，ｓ
２ｍ（ ）表示系统

在控制 ｓ
２　ｍ
下从 ｊ

２　ＫＮ
转移到 ｉ

２ｎ
，记为 ｊ

２　ＫＮ

ｓ

２

→
ｍ ｉ

２ｎ
。

多层布尔控制网络（２）和逻辑动态系统（６）的状态转换图分别用边标号图 （２），ε（２）（ ）和 （６），ε（６）（ ）表示，
其中 （２）＝ １（２）∪ ２（２），（６）＝ １（６）∪ ２（６）。进一步，逻辑动态系统（６）的状态转换图 （６），ε（６）（ ）可由 １（６）＝ １（２）

∪
０
２ＫＮ｛ ｝，２（６） ＝ ２（２）∪

０
２ｎ｛ ｝以 及ε（６）＝ε１ ∪ε２ ∪ε３ 给 出，其 中ε１ ＝ ｛（ｊ

２　ＫＮ
， ｉ

２ｎ
， ｓ

２　ｍ
）∈ε（２）

ｊ∈Λｃｄ，ｉ∈ １，２ｎ［ ］｝，ε２＝
ｊ
２　ＫＮ
，０
２ｎ
，ｓ
２ｍ（ ）ｊ∈Λｄ｛ ｝，ε３＝ ０

２ＫＮ
，０
２ｎ
，ｓ
２ｍ（ ）。这里Λｄ，Λｃｄ 分别表示集合Μｄ，

Μｃ
ｄ 的指标集。
逻辑动态系统（６）的状态转换图可以根据多层布尔控制网络（２）的状态转换图来直接确定。全局状态的

转换过程如下： （２），ε（２）（ ）中从Ｍ
～ｃ
ｄ出发的边保持不变； （２），ε（２）（ ）中从Ｍ

～
ｄ出发的边被 （６），ε（６）（ ）中指向

０
２ｎ 的边替换；边

０
２ＫＮ
，０
２ｎ
，ｓ
２ｍ（ ）被添加到 （２），ε（２）（ ）中。此外，通过一个数值算例来说明从多层布尔控制

网络（２）到逻辑动态系统（６）的转换过程。
算例１　考虑双层布尔控制网络（２）的全局状态转移矩阵为

Ｌ
～
＝

０　１　０　０　０　０　１　０
１　０　１　０　０　０　０　１
０　０　０　０　１　０　０　０
０　０　０　１　０　１　０　０

烄

烆

烌

烎

。

假定Ｍ
～
ｄ＝

２
４
，４
４｛ ｝，则有Ｍ～ｃｄ＝ １

４
，３
４｛ ｝。那么，矩阵Ｄ＾ Ｍ～ｃｄ 为 ８ １　０　３　０　５　０　７　０［ ］。全局末态子集中的

状态ｘ
～
ｉ∈Ｍ

～
ｄ 由灰色节点表示，从Ｍ

～
ｄ 出发的边由虚线表示。全局末态子集的补集中的状态ｘ

～
ｉ∈Ｍ

～ｃ
ｄ 由白

色节点表示，从Ｍ
～ｃ
ｄ出发的边由实线表示。由此，可以得到双层布尔控制网络的全局状态转换图如图１（ａ）所

示。进一步，逻辑动态系统（６）的一步全局状态转移矩阵为

Ｌ
～
Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ ＝

０　０　０　０　０　０　１　０
１　０　１　０　０　０　０　０
０　０　０　０　１　０　０　０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎

。

通过状态转换图重构技术可知，逻辑动态系统的全局状态转换图可由双层布尔控制网络的全局状态转

换图重构得到。具体过程如下：从Ｍ
～ｃ
ｄ＝

１
４
，３
４｛ ｝出发的边保持不变，从全局目标子集Ｍ～ｄ＝ ２

４
，４
４｛ ｝出发的

边被更改为指向状态 ０
４ 的边，并添加从

０
４ 出发指向

０
４ 的边。由此，可以得到逻辑动态系统（６）的全局状态

转换图如图１（ｂ）所示。

图１　（ａ）算例１中双层布尔控制网络的全局状态转换图；（ｂ）算例１中逻辑动态系统的全局状态转换图

３．２　集合可达性
本节研究了多层布尔控制网络（２）的集合可达性。首先，介绍借助逻辑动态系统（６）分析多层布尔控制
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网络（２）的集合可达性。

引理１　假定Ｍ０Δ２　ＫＮ 是一个初始子集，Ｍｄ Δ２　ＫＮ 是一个整体目标子集，Ｍ
～
ｄ Δ２ｎ 是一个全局目

标子集。如果存在一个输入序列ｕ，使得（１）多层布尔控制网络（２）中Ｍｄ 是自Ｍ０ 出发整体可达的当且仅

当逻辑动态系统（６）中 ０
２ＫＮ 是自Ｍ０出发整体可达的。（２）多层布尔控制网络（２）中Ｍ

～
ｄ是自Ｍ０出发全局可

达的当且仅当逻辑动态系统（６）中 ０
２ｎ 是自Ｍ０ 出发全局可达的。

证明　首先，证明（１）的必要性成立。假定多层布尔控制网络（２）的整体目标子集Ｍｄ是自Ｍ０出发整体

可达的。那么，对于任意的ｘ０ ∈Ｍ０，存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，

使得ｘξ；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍｄ 。进一步，通过扩充指标矩阵Ｄ
＾
Ｍｃｄ ，可以得到ＬＤ

＾
Ｍｃｄｕξ（）ｘξ（）＝

０
２ＫＮ
。也就是说，

对于任意的ｘ０∈Ｍ０，存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ｛ ｝，使得逻辑动态系统

（６）的整体状态ｘ
＾

ξ＋１；ｕ，ｘ０（ ）＝
０
２ＫＮ
。必要性得证。

接下来，证明（１）的充分性成立。假定 ０
２ＫＮ 是逻辑动态系统（６）自Ｍ０出发整体可达的。那么，存在一个

正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得ｘ
＾

ξ；ｕ，ｘ０（ ）＝
０
２ＫＮ
。根据扩充指标矩阵

Ｄ
＾
Ｍｃｄ 的性质，当ｘ

＾

ξ－１；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍｄ 时，ｘ
＾

ξ；ｕ，ｘ０（ ）＝Ｌｕξ－１（ ）ｘ
＾

ξ－１（ ）＝
０
２ＫＮ
。也就是说，对于多层

布尔控制网络（２），Ｍｄ 是自Ｍ０ 出发整体可达的。充分性得证。
类似地，可以证得结论（２），此处不再重复赘述。

定理１　考虑多层布尔控制网络（２），假定Ｍ０＝
ｊ
２　ＫＮ
∣ｊ∈Λ０｛ ｝，这里Λ０ 是 １：２　ＫＮ［ ］的子集。那么，下

面的结论成立。
（１）如果存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得Ｍｄ 是自Ｍ０出发

在 ０，ξ［ ］上整体可达的当且仅当Ｃｏｌｊ ＬＤ
＾
Ｍｃｄ（ ）Ｂ１２ｍ（ ）ξ＋１［ ］＝ ０

２ＫＮ
，ｊ∈Λ０。

（２）如果存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得Ｍ
～
ｄ 是从Ｍ０出发

在 ０，ξ［ ］上全局可达的当且仅当Ｃｏｌｊ Ｌ
～
Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ（ ）Ｂ１２ｍ（ ）ξ＋１［ ］＝ ０

２ｎ
，ｊ∈Λ０。

证明　首先，证明命题（１）的必要性成立。已知Ｍｄ 是自Ｍ０ 出发整体可达的。那么，对于任意的ｘ０＝
ｊ
２　ＫＮ
，存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｛ ｝，使得ｘξ；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍｄ 。那

么，根据扩充指标矩阵Ｄ
＾
Ｍｃｄ ，可以得到ＬＤ

＾
Ｍｃｄｕξ（）ｘξ（）＝

０
２ＫＮ
。也就是说，对于任意的ｊ∈Λ０，存在一个输

入序列ｕ＝ ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ｛ ｝，使得 ＬＤ
＾
Ｍｃｄ（ ）Ｂ１２ｍ（ ）ξ＋１ ｊ

２　ＫＮ ＝
０
２ＫＮ
，即 Ｃｏｌｊ ＬＤ

＾
Ｍｃｄ（ ）Ｂ１２ｍ（ ）ξ＋１［ ］＝

０
２ＫＮ
。因此，必要性成立。

接下来，证明命题（１）的充分性成立。对于任意的ｊ∈Λ０，有Ｃｏｌｊ ＬＤ
＾
Ｍｃｄ（ ）Ｂ１２ｍ（ ）ξ＋１［ ］＝ ０

２ＫＮ
。那么，

可以得到存在正整数ｔ∈ ０，ξ［ ］和一个输入序列ｕ，使得ｘ　ｔ；ｕ，ｘ０（ ）∈Ｍｄ 。因此，存在一个输入序列ｕ，
使得Ｍｄ 是从Ｍ０ 出发在 ０，ξ［ ］上是整体可达的。

类似于命题（１），可以证得结论（２），此处不再重复赘述。

４　可观测性

本节通过并行拓展技术将多层布尔控制网络的可观测性问题转化为了多层布尔控制网络的集合可达性

问题。首先，将多层布尔控制网络（２）和一个复制网络互联，如图２所示。

ｘ′（ｔ＋１）＝Ｌｕ（ｔ）ｘ′（ｔ），

ｘ
～
′（ｔ＋１）＝Ｌ

～
ｕ（ｔ）ｘ′（ｔ），

ｙ′（ｔ＋１）＝Ｈｘ
～
′（ｔ＋１）。

烅

烄

烆

（７）

接下来，令τ（ｔ） ｘ（ｔ）ｘ′（ｔ），τ
～（ｔ） ｘ

～（ｔ）ｘ
～
′（ｔ），并且κ（ｔ）＝ｙ（ｔ）ｙ′（ｔ），那么互联的多层布尔控

制网络的状态空间可以表示成如下形式
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τ（ｔ＋１）＝Ｌτｕ（ｔ）τ（ｔ），

τ
～（ｔ＋１）＝Ｌ

～
τｕ（ｔ）τ（ｔ），

κ（ｔ＋１）＝Γτ
～（ｔ＋１），

烅

烄

烆

（８）

这里 Ｌτ ＝ＬＷ［２　ＫＮ，２　ＫＮ＋ｍ］ＬＷ［２　ＫＮ＋ｍ，２　ＫＮ＋ｍ］Ｗ［２　ｍ，２　ＫＮ＋ｍ］Ｍｒ，２　ｍ，Ｌ
～
τ ＝Ｌ

～
Ｗ［２ｎ，２　ＫＮ＋ｍ］Ｌ

～
Ｗ［２　ＫＮ＋ｍ，２　ＫＮ＋ｍ］Ｗ［２　ｍ，２　ＫＮ＋ｍ］

Ｍｒ，２　ｍ，并且Γ＝ＨＷ［２ｐ，２ｎ］ＨＷ［２ｎ，２ｎ］。显然，对于任意的τ０＝ｘ０ ｘ′０，有τ（ｔ；ｕ，τ０）＝ｘ（ｔ；ｕ，ｘ０）ｘ（ｔ；ｕ，ｘ′０）

以及τ
～（ｔ；ｕ，τ０）＝ｘ

～（ｔ；ｕ，ｘ０）ｘ
～（ｔ；ｕ，ｘ′０），其中ｘ（ｔ；ｕ，ｘ′０）和ｘ

～（ｔ；ｕ，ｘ′０）分别表示从ｘ′０ 出发的多层布尔控

制网络（７）的整体解和全局解。τ（ｔ；ｕ，τ０）和τ
～（ｔ；ｕ，τ０）分别表示从τ０ 出发的多层布尔控制网络（８）的整体

解和全局解。

图２　多层布尔控制网络与其复制网络的并行互联

接下来，对于逻辑矩阵Ｈ∈Δ２ｎ×２ｎ，定义Ｈ－

可区分子集如ΩＨ ｛ｘ ｘ′｜ＨＬ
～
ｘ≠ＨＬ

～
ｘ′｝。同

时，定义ΩＩ＝｛ｘ ｘ′｜ｘ≠ｘ′｝。进一步，Ｈ－不可

区分子集定义如ΩＩ＼Ｈ＝｛
ｉ
２　ＫＮ

ｊ
２　ＫＮ｜Ｃｏｌｉ（ＨＬ

～）＝

Ｃｏｌｊ（ＨＬ
～）并且ｉ＜ｊ｝。

为了方便起见，记ΩＨ＝｛
ｉ
２２ｎ｜ｉ∈ΛＨ｝，ΩＩ＼Ｈ

＝｛ｉ２２　ＫＮ｜ｉ∈ΛＩ＼Ｈ｝，其中ΛＨ［１：２２ｎ］和ΛＩ＼Ｈ
［１：２２　ＫＮ］分别为ΩＨ 和ΩＩ＼Ｈ的指标集。换句话说，ΩＩ＼Ｈ中的每一个状态τ０ 都对应着多层布尔控制网络（２）中

满足Ｈｘ
～
０＝Ｈｘ

～′
０ 的一个状态对（ｘ０，ｘ′０），即Ｈｘ

～（１；ｕ，ｘ０）＝Ｈｘ
～（１；ｕ，ｘ′０）。

定理２　考虑多层布尔控制网络（２）和互联的多层布尔控制网络（８）。（１）多层布尔控制网络（２）是可

观测的，当且仅当多层布尔控制网络（８）的末态集合ΩＨ 是自ΩＩ＼Ｈ出发全局可达的。（２）假定ΩＨ＝｛
ｉ
２２ｎ｜ｉ

∈ΛＨ｝，以及ΩＩ＼Ｈ＝｛
ｉ
２２　ＫＮ｜ｉ∈ΛＩ＼Ｈ｝。那么，多层布尔控制网络（２）是可观测的当且仅当

Ｃｏｌｊ （（Ｌ
～
τＤ
～
ΩｃＨ）Ｂ１２　ｍ）ξ＋１［ ］＝ ０

２２ｎ
，ｊ∈ΛＩ＼Ｈ。

证明　首先证明（１）的充分性成立。假定对于多层布尔控制网络（８）来说，ΩＨ 是自ΩＩ＼Ｈ出发全局可达
的。那么，对于任意的τ０∈ΩＩ＼Ｈ，存在一个正整数ξ≥１和一个输入序列ｕ＝｛ｕ（ｔ），ｔ＝０，１，…，ξ－１｝，使得

τ
～（ξ；ｕ，τ０）∈ΩＨ。也就是说，ｘ

～（ξ；ｕ，ｘ０）ｘ
～（ξ；ｕ，ｘ

′
０）∈ΩＨ。根据Ｈ－可区分子集的定义，可以得到Ｈｘ

～（ξ；

ｕ，ｘ０）≠Ｈｘ
～（ξ；ｕ，ｘ

′
０），即ｙ（ξ；ｕ，ｘ０）≠ｙ（ξ；ｕ，ｘ

′
０）。因此，通过定义４，充分性成立。

接下来，证明（１）的必要性成立。对于给定的状态ｘ０，ｘ′０∈Δ２　ＫＮ，可以得到ｙ（ξ；ｕ，ｘ０）≠ｙ（ξ；ｕ，ｘ０），即

Ｈｘ
～（ξ；ｕ，ｘ０）≠Ｈｘ

～（ξ；ｕ，ｘ
′
０）。那么，根据Ｈ－可区分子集的定义，可以得到ｘ

～（ξ；ｕ，ｘ０）ｘ
～（ξ；ｕ，ｘ

′
０）∈ΩＨ，

即τ
～（ξ；ｕ，τ０）∈ΩＨ。因此，对于任意的τ０∈ΩＩ＼Ｈ，（５）可以等价的表示为τ

～（ξ；ｕ，τ０）∈ΩＨ，必要性成立。
最后，证明命题（２）。基于命题（１），可知多层布尔控制网络（２）是可观测的当且仅当多层布尔控制网络

（８）的子集ΩＨ 是自ΩＩ＼Ｈ出发集合可达的。因此，根据定理１的结论（２），命题（２）成立。
备注４　与文献［２８］相比，本文研究的多层布尔控制网络具有全局状态层，可以模拟更加复杂的基因调

控网络。与文献［３６］相比，本文不仅研究了多层布尔控制网络的可观测性，还研究了该网络的集合可达性。

５　算例

算例１　考虑一个每层两个节点，彼此不同的节点有三个的双层布尔控制网络如下

第一层
ｘ１１（ｔ＋１）＝ｘ１２（ｔ）∨ｕ（ｔ），

ｘ１２（ｔ＋１）＝ｘ１１（ｔ），
烅
烄

烆
　第二层

ｘ２２（ｔ＋１）＝ｘ２３（ｔ），

ｘ２３（ｔ＋１）＝ｘ２２（ｔ）ｕ（ｔ）。
烅
烄

烆

全局状态层

ｘ
～
１（ｔ＋１）＝ｘ１１（ｔ＋１），

ｘ
～
２（ｔ＋１）＝ｘ１２（ｔ＋１）∧ｘ２２（ｔ＋１），

ｘ
～
３（ｔ＋１）＝ｘ２３（ｔ＋１），

烅

烄

烆

输出层
ｙ１（ｔ＋１）＝ｘ

～
１（ｔ＋１）∧ｘ

～
２（ｔ＋１），

ｙ２（ｔ＋１）＝ｘ
～
３（ｔ＋１）。

烅
烄

烆
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通过矩阵的半张量积方法，可以得到整体结构矩阵Ｌ和全局结构矩阵Ｌ
～
如Ｌ＝ １６

［７　５　８　６　７　５　８　６　３　１　４

２　３　１　４　２　８　６　７　５　１６　１４　１５　１３　４　２　３　１　１２　１０　１１　９］，以及Ｌ
～
＝ ８

［４　４　３　３　４　４　３　３　４　２　３　１　４　２　３　１　３　３　４　４　７　７　８　８

３　１　４　２　７　５　８　６］。

假定Ｍ
～
ｄ＝

２
８
，５
８
，８
８｛ ｝以及ξ＝４。那么，根据定理１，可以得到

（（Ｌ
～
Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ）Ｂ１２　ｍ）５［ ］＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎

。

由此，可以得知，该双层布尔控制网络的全局末态集Ｍ
～
ｄ＝｛

２
８
，５
８
，８
８
｝是自任意初始状态出发全局可达

的。接下来，考虑该双层布尔控制网络的可观测性问题。根据Ｈ－可区分子集和Ｈ－不可区分子集定义可知

ΩＨ＝｛
３
２５６
，４
２５６
，５
２５６
，６
２５６
，…，２５３

２５６
，２５７
２５６
，２５６
２５６
｝以及ΩＩ＼Ｈ＝｛

２
２５６
，９
２５６
，１０
２５６
，…，２５１

２５６
，２５２
２５６
｝。那么，根据定理２可

知，该双层布尔控制网络是不可观测的。

算例２　上皮细胞和间充质表型之间的正向和反向转换在胚胎发育和组织修复以及癌症转移中起着至
关重要的作用。因此，理解上皮细胞和间充质表型之间的转换过程仍然是发育和癌症生物学中的一个重要
研究挑战。文献［３７］确定了上皮细胞 －间质转化的四个关键基因：ｍｉＲ－３４（μ３４），ｍｉＲ－２００（μ２００），Ｓｎａｉｌ和

Ｚｅｂ，它们形成了两个相互抑制的切换开关。除此之外，还有一个额外的输入节点表示诱导上皮间质转化
的外部信号，从而得到了一个五个节点的基因调控网络，如图３（ａ）所示。尖锐箭头表示激活调控，钝箭头表
示节点之间的抑制调控。

图３　（ａ）一个用于上皮细胞 －间质转化的网络结构；（ｂ）上皮细胞 －间质转化的多层布尔控制网络结构

这样，多层布尔控制网络可以更有效的模拟该网络，如图３（ｂ）所示，该网络总结为

第一层 μ
３４（ｔ＋１）＝ｆμ３４（μ３４（ｔ），Ｓｎａｉｌ（ｔ），ｉｎｐｕｔ）＝Ｓｎａｉｌ（ｔ），

Ｓｎａｉｌ（ｔ＋１）＝ｆＳｎａｉｌ（μ３４（ｔ），Ｓｎａｉｌ（ｔ），ｉｎｐｕｔ）＝μ３４（ｔ）∨ｉｎｐｕｔ，
烅
烄

烆

第二层 μ
２００（ｔ＋１）＝ｆμ２００（μ２００（ｔ），Ｚｅｂ（ｔ），ｉｎｐｕｔ）＝Ｚｅｂ（ｔ），

Ｚｅｂ（ｔ＋１）＝ｆＺｅｂ（μ２００（ｔ），Ｚｅｂ（ｔ），ｉｎｐｕｔ）＝Ｚｅｂ（ｔ）∨（μ２００（ｔ））。
烅
烄

烆
该网络的全局状态层可以被描述为

全局状态层

μ
～
３４（ｔ＋１）＝μ３４（ｔ），

Ｓ
～
ｎａｉｌ（ｔ＋１）＝Ｓｎａｉｌ（ｔ），

μ
～
２００（ｔ＋１）＝μ２００（ｔ），

Ｚ
～
ｅｂ（ｔ＋１）＝Ｚｅｂ（ｔ）。

烅

烄

烆
输出层可以被描述为
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　　 输出层
ｙ１（ｔ）＝ｈ１（μ

～
３４（ｔ），Ｓ

～
ｎａｉｌ（ｔ））＝μ

～
３４（ｔ）∧Ｓ

～
ｎａｉｌ（ｔ），

ｙ２（ｔ）＝ｈ２（μ
～
２００（ｔ），Ｚ

～
ｅｂ（ｔ））＝μ

～
２００（ｔ）∨Ｚ

～
ＥＢ（ｔ）。

烅
烄

烆
为了便于计算，利用ｘ１１，ｘ１２，ｘ２３，ｘ２４，ｕ１ 分别表示μ３４，Ｓｎａｉｌ，μ２００，Ｚｅｂ，ｉｎｐｕｔ，其具体含义如ｘ

１
１：特异性

ｍｉＲＮＡ；ｘ１２：诱导上皮 －间质转化的蛋白转录因子；ｘ２３：上皮 －间质转化中可维持细胞的上皮表型的主要调节

分子；ｘ２４：胚胎发育中必需的转录因子；ｕ１：诱导上皮 －间质转化的外部输入信号；ｆμ３４：Ｓｎａｉｌ基因抑制μ３４的

转录；ｆＳｎａｉｌ：在外部信号的调控下μ３４的转录抑制Ｓｎａｉｌ的表达；ｆμ２００：Ｚｅｂ基因抑制μ２００的转录；ｆＺｅｂ：μ２００和

Ｚｅｂ的转录抑制Ｚｅｂ的表达；那么，多层布尔控制网络可以被描述为

第一层
ｘ１１（ｔ＋１）＝ｘ１２（ｔ），

ｘ１２（ｔ＋１）＝ｘ１１（ｔ）∨ｕ（ｔ），
烅
烄

烆
　第二层

ｘ２３（ｔ＋１）＝ｘ２４（ｔ），

ｘ２４（ｔ＋１）＝ｘ２４（ｔ）∨（ｘ２３（ｔ）），
烅
烄

烆

全局状态层

ｘ
～
１（ｔ＋１）＝ｘ１１（ｔ），

ｘ
～
２（ｔ＋１）＝ｘ１２（ｔ），

ｘ
～
３（ｔ＋１）＝ｘ２３（ｔ），

ｘ
～
４（ｔ＋１）＝ｘ２４（ｔ）。

烅

烄

烆

输出层
ｙ１（ｔ）＝ｘ

～
１（ｔ）∧ｘ

～
２（ｔ），

ｙ２（ｔ）＝ｘ
～
３（ｔ）∨ｘ

～
４（ｔ），

烅
烄

烆

将之转化为相应的代数形式，可以得到

第一层
ｘ１１（ｔ＋１）＝Ｍｎｘ１２（ｔ），

ｘ１２（ｔ＋１）＝ＭｄＭｎｘ１１（ｔ）ｕ１（ｔ），
烅
烄

烆
　第二层

ｘ２３（ｔ＋１）＝Ｍｎｘ２４（ｔ），

ｘ２４（ｔ＋１）＝Ｍｄｘ２４（ｔ）Ｍｎｘ２３（ｔ），
烅
烄

烆

全局状态层

ｘ
～
１（ｔ＋１）＝Ｍｎｘ１１（ｔ＋１），

ｘ
～
２（ｔ＋１）＝ｘ１２（ｔ＋１），

ｘ
～
３（ｔ＋１）＝Ｍｎｘ２３（ｔ＋１），

ｘ
～
４（ｔ＋１）＝ｘ２４（ｔ＋１），

烅

烄

烆

输出层
ｙ１（ｔ）＝Ｍｃｘ

～
１（ｔ）ｘ

～
２（ｔ），

ｙ２（ｔ）＝Ｍｄｘ
～
３（ｔ）ｘ

～
４（ｔ）。

烅
烄

烆

基于矩阵的半张量积方法，可以得到整体状态转移矩阵Ｌ和全局状态转移矩阵Ｌ
～

Ｌ＝ １６
［１１　１０　１１　９　１１　１０　１１　９　３　２　３　１　３　２　３　１　１５　１４　１５　１３　１５　１４　１５　１３　３　２　３　１　３　２　３　１］，

Ｌ
～
＝ １６

［１　４　１　３　１　４　１　３　９　１２　９　１１　９　１２　９　１１　５　８　５　７　５　８　５　７　９　１２　９　１１　９　１２　９　１１］。

假定Ｍ０＝｛
１
１６
，４
１６
，６
１６
，７
１６
｝，Ｍ

～
ｄ＝｛

２
１６
，５
１６
，８
１６
，１４
１６
，１６
１６
｝以及ξ＝３。那么，根据定理１，可以得到

（（Ｌ
～
Ｄ
＾
Ｍ～ｃｄ）Ｂ１２　ｍ）４［ ］＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０　０　０　０　０　０　０　０　１　１　１　１　１　０　１　０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

烄

烆

烌

烎
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通过观察上述矩阵，可以看出矩阵的第１、４、６、７列全为零向量。那么，通过定理１，可以得出 Ｍ
～
ｄ＝

｛２
１６
，５
１６
，８
１６
，１４
１６
，１６
１６
｝是自Ｍ０＝｛

１
１６
，４
１６
，６
１６
，７
１６
｝出发全局可达的。因此，可以得知上皮细胞 －间质转化网络

的全局末态子集Ｍ
～
ｄ＝｛

２
１６
，５
１６
，８
１６
，１４
１６
，１６
１６
｝是自Ｍ０＝｛

１
１６
，４
１６
，６
１６
，７
１６
｝出发全局集合可达的。

接下来，考虑该上皮细胞 －间质转化网络的可观测性问题。根据Ｈ－可区分子集和Ｈ－不可区分子集定义

可知ΩＨ＝｛
４
２５６
，５
２５６
，６
２５６
，７
２５６
，８
２５６
，９
２５６
，…，２４５

２５６
，２４６
２５６
，２４７
２５６
，２４９
２５６
，２５０
２５６
，２５１
２５６
，２５３
２５６
，２５４
２５６
，２５５
２５６
｝，以及ΩＩ＼Ｈ＝｛

２
２５６
，

３
２５６
，１７
２５６
，１９
２５６
，３３
２５６
，３４
２５６
，…，２４３

２５６
，２３４
２５６
，２３５
２５６
，２３６
２５６
，２３７
２５６
，２３８
２５６
，２５３
２５６
，２４８
２５６
，２５２
２５６
｝。

那么，根据定理２可知，当ｊ∈｛１６９，１７１，１８５，１９２，２０１，２０３，２０５，２０４，２１７，２１８，２１９，２２０，２２１，２２３，２３３，

２３５，２３６，２３７，２３９｝ΩＩ＼Ｈ时，Ｃｏｌｊ （（Ｌ
～
τＤ
＾
ΩｃＨ）Ｂ１２　ｍ）４［ ］≠ ０

２２ｎ
。由此可知，该上皮细胞 －间质转化网络是不可

观测的。

６　总结

本文主要研究了多层布尔控制网络的集合可达性问题和可观测性问题。首先，通过状态转换图重构技

术，得到了多层布尔控制网络集合可达性的充要条件。其次，在集合可达性问题的基础上，进一步讨论了多

层布尔控制网络可观测性问题的充要条件。最后，通过算例说明了理论结果的可行性。在未来，如何降低算

法的计算复杂度是一个值得思考的问题，也是今后研究的一个重点。
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