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一类新的单机工期指派模糊调度算法研究
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摘 要 研究了单机模糊环境下,如何安排工件加工顺序和指定工件工期,使得提前完工和拖期完工惩罚总

费用均值最小的工期指派调度优化问题。在该类调度问题中,工件的加工时间为非对称三角模糊数;总费用

的均值用模糊数的加权可能性均值来计算。针对一类权函数族,给出了该类权函数族下的工件最优工期的

计算方法,基于该最优工期,给出了排序的最优调度算法,并证明了该类工期设定问题是多项式可解的。数

值实验中针对工件完工时间服从不同的非对称分布的情形,与现有的方法比较,结果表明给出的方法能更有

效的降低费用。
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Abstract In
 

this
 

paper,
 

a
 

single
 

machine
 

due
 

date
 

assignment
 

scheduling
 

optimization
 

problem
 

in
 

fuzzy
 

environment
 

is
 

investigated,
 

which
 

objective
 

function
 

is
 

to
 

minimize
 

the
 

total
 

cost
 

of
 

earliness-tardiness
 

penalties
 

by
 

arranging
 

the
 

processing
 

sequence
 

of
 

jobs
 

and
 

setting
 

due
 

dates
 

for
 

each
 

job.
 

In
 

this
 

type
 

of
 

scheduling
 

problem,
 

asymmetric
 

triangular
 

fuzzy
 

numbers
 

are
 

used
 

to
 

describe
 

the
 

processing
 

times
 

of
 

jobs,
 

and
 

weighted
 

possible
 

mean
 

value
 

of
 

fuzzy
 

numbers
 

is
 

used
 

to
 

compute
 

the
 

average
 

value
 

of
 

the
 

total
 

costs
 

of
 

penalties;
 

Based
 

on
 

a
 

kind
 

of
 

weight
 

functions,
 

the
 

optimal
 

due
 

dates
 

of
 

each
 

job
 

are
 

obtained,
 

and
 

moreover,
 

a
 

new
 

scheduling
 

algorithm
 

is
 

proposed;
 

Based
 

on
 

this
 

type
 

of
 

method,
 

it
 

has
 

been
 

proven
 

that
 

the
 

problem
 

investigated
 

in
 

this
 

pater
 

is
 

polynomial
 

solvable.
 

In
 

numerical
 

experiments,
 

when
 

the
 

comple-
tion

 

time
 

of
 

the
 

jobs
 

follows
 

different
 

asymmetric
 

distributions,
 

compared
 

with
 

existing
 

methods,
 

the
 

re-
sults

 

show
 

that
 

the
 

method
 

proposed
 

in
 

this
 

paper
 

can
 

more
 

effectively
 

reduce
 

costs.
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0 引言

在企业的供应链管理和生产排程中,合理预测和设定订单的工期并基于此安排生产排程,能有效的降低

存储成本、额外运输成本、保险成本等费用,这有利于企业降低成本和节省资源[1,2]。针对具体生产情景,构
建工期指派调度优化模型并给出有效的调度算法,能够有效地降低该费用。因此,工期指派调度优化问题引

起了很多学者的研究和关注[3-6]。
在具体的生产环境中,工件加工时间受到多种因素影响,往往是不确定。通常使用随机方法[7,8]和模糊

方法[9-11]来构建工期指派调度模型。随机方法中,一般假定工件的加工时长为一服从某种分布的随机变量,
如Portougal,

 

Trietsch和Baker。采用正态分布来描述工件的加工时间[7,8],并在不同条件下,给出了随机

环境下的工期指派问题的渐近最优算法和分枝界定算法。随着人们对工期指派调度优化问题的深入研究,
发现在一些场景中,由于工件加工时间历史数据较少,工件加工时间的概率分布难以估计的情形时有发生,
需要依据经验估算工件的加工时间,例如“大约4小时”。模糊数学刻画该类不确定信息有着自己独特的优

势。李金权等利用糊变量来描述加工时间,在不同的条件下给出了模糊环境下的工期指派调度模型[9-12]。
针对加工数据具有对称性,采用对称模糊数来表示加工时长[9,10],并针对模糊数不同截集所表示的信息重要

程度不同,给出了加权调度模型[10]。针对加工数据具有非对称性,采用非对称模糊数刻画工件的加工时间,
并相应的给出了工期指派问题的加权模型和求解算法[11,12]。

由于不同种类的工件加工时间数据分布的多样性,加之完工时间随着工件个数的增多,方差变化也在增

大,而利用单一权函数来匹配截集数据的重要程度略显不足。如何根据不同数据分布,选择恰当的权函数来

匹配截集的重要程度,从而为每个工件确定好恰当的工期,降低费用是一个值得研究的问题。
本文引入一类权函数族,针对加工时间不具有对称性的情形,采用非对称三角模糊数来表示工件加工时

间,给出了该类工期指派问题的最优工期的计算方法,并证明了该类工期指派调度问题是多项式可解的。文

献[12]所研究的模型是本文的一个特例。数值实验中,针对工件完工时间服从不同的非对称分布的情形,与
现有的方法进行了比较,实验结果表明本文给出的方法能更有效的降低费用,并验证了算法的有效性。

1 预备知识

1.1 模糊数

定义1[13] 设A 是实数R上的模糊集,A(x)为其隶属函数,且满足如下性质

(1)
 

正则性:∃x0∈R使得A(x0)=1,
(2)

 

有界闭区间:∀γ∈[0,1],Aγ={x∈R|A(x)≥γ}=[a1(γ),a2(γ)]为有界闭区间,则称A 为

R上的模糊数,称{x|A(x)>0}为模糊数A 的支撑集;
 

F(R)表示实数集R上的全体模糊数集合。
模糊数的加法,减法,数乘和取大运算,可以表示为[14]:令A,B ∈F(R);γ ∈ [0,1],

 

Aγ =[a1(γ),
a2(γ)],Bγ =[b1(γ),b2(γ)],则有

A+B= ∪
γ∈[0,1]

γ[a1(γ)+b1(γ),a2(γ)+b2(γ)], 

A-B= ∪
γ∈[0,1]

γ[a1(γ)-b2(γ),a2(γ)-b1(γ)],

max{A,B}= ∪
γ∈[0,1]

γ[a1(γ)∨b1(γ),a2(γ)∨b2(γ)], 

λA= ∪
γ∈[0,1]

γ[λa1(γ),λa2(γ)],λ∈(0,+੭)。

定义2[15] 函数f:[0,1]→R是权函数,如果f(γ)是非负、单调递增且满足∫
1

0
f(γ)dγ=1。

定义3[15] 令A 是一个有界支撑集的模糊数,f(γ)为一个权函数,则称

M
-

f(A)=∫
1

0
f(γ)

a1(γ)+a2(γ)
2 dγ

 

,Varf(A)=∫
1

0
f(γ)(

a1(γ)-a2(γ)
2

)
2

dγ,

分别为A的f-加权可能性均值和f-加权可能性方差,称σA= Var(A)为A的f-加权可能性标准差。
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根据定义3和模糊数的加法和数乘运算,可得

M
-

f(A+B)=M
-

f(A)+M
-

f(B), 

M
-

f(λA)=λM
-

f(A)。
定义4[14] 若模糊数A 的隶属函数为

A(x)=

0,
 

x<a-α,
1+(x-a)/α,

 

a-α≤x<a,
1-(x-a)/β,

 

a≤x≤a+β,
0,

 

x>a+β,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

则称A 为三角模糊数,记作A=(a,α,β),式中a,α和β分别为模糊数A的峰点、左宽度和右宽度,a∈R,α,

β>0;
 

称β/α为其宽度比。若α=β,则称A 为对称三角模糊数,简记为A=(a,α)。对于模糊数A=(a,
α,β),权函数为f(γ)=(m+1)γm ,则有

M
-

f(A)=a+(β-α)/2(m+2),

Varf(A)=(α+β)2/2[(m+2)(m+3)]。
1.2 问题描述

问题描述如下:设有n个工件{J1,J2,…,Jn}在一台机器上加工,工件加工过程中无中断,在t=0时n

个工件都可以加工;工件Ji 的加工时间不确定,用模糊数表示,记p
~
i=(ai,αi,βi)

 

(ai>0,αi>0,βi>0),di

为确定性工期。对于给定的工件集合的调度Π,工件Ji 在Π中的完工时间为Ci,提前完工(earliness)时间

记为Ei=max{di-Ci,0},拖期完工(tardiness)时间为Ti=max{Ci-di,0},提前完工和拖期完工的单位

时间惩罚分别为ei和ti;权函数族为f(γ)=(m+1)γm(m>0)。本文研究的问题为合理安排n个工件在

一台机器上的加工顺序,并给出每个工件的工期,使得所有工件的提前完工惩罚和拖期完工惩罚之和的f-
加权可能性均值最小,即极小化目标函数

fcost(Π,d)=M
-

f(∑
n

i=1
(eiEi+tiTi)),

式中d=(d1,d2,…dn)。使得目标函数达到最小的调度称为最优调度,对应的工期向量为最优工期向量。
当只有一个工件时,上述目标函数fcost(Π,d),简单记作为fcost(d),即

fcost(d)=M
-

f(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})。
用三参数表示法表示本文研究的工期指派调度优化问题,目标函数仍表示为

1|p
~
|M

-
f(∑

n

i=1
(eiEi+tiTi))。

 

定义5 设工件的完工时间为C,权函数均取做f(γ)=(m+1)γm 。若工期d* 使得

fcost(d)=M
-

f(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})
在d=d* 时取到到最小值,则称d* 为该工件相对于完工时间C的最优工期,简称最优工期。余下部分,将
对权函数f(γ)=(m+1)γm 取不同的m 值,来寻找最小的d。

2 1|p
~
|M

-
f(∑n

i=1
(eiEi+tiTi)) 多项式求解算法

定理1 设工件的完工时间为C=(a,α,β),提前完工和拖期完工的单位时间惩罚分别为e和t,则对

于该完工时间,对于权函数f(γ)=(m+1)γm ,该工件的最优工期为

d*=
a+α[m+12t/(t+e)-1],

 

t≤e,

a+β[1-
m+12e/(t+e)],

 

t>e。 
证 做线性变换d=a+kα,则

fcost(d)=fcost(a+kα)=eM
-

f(max{0,a+kα-C})+tM
-

f(max{0,C-(a+kα)})􀰛gm(k)。
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(1)
 

当k≤-1,即d=a+kα≤a-α。显然,E=(0,0,0),T=(-kα,α,β)。从而

fcost(d)=gm(k)=M
-

f(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})=-tkα+t(β-α)
2(m+2)

。

(2)
 

当-1<k≤0时,即d=a+kα∈[a-α,a],则有

M
-

f(E)=∫
1

0

m+1
2 γm(0+1+k-γ)dγ=α

(1+k)m+2

2(m+2)
,

M
-

f(T)=∫
1+k

0

m+1
2 γm[0+(1-γ)β-kα]dγ+∫

1

1+k

m+1
2 γm[(-k-1+γ)α+(1-γ)β-kα]dγ

  =β-(1+2k)α
2 +

(m+1)(α-β)
2(m+2) + α

2(m+2)
(1+k)m+2。

从而

fcost(d)=gm(k)=eM
-

f(E)+tM
-

f(T)=
α(t+e)(k+1)m+2

2(m+2) +
(α-β)(m+1)t
2(m+2) -tα(2k+1)-tβ

2
。

(3)
 

当0<k≤β/α时,即d=a+kα∈[a,a+β],则有

M
-

f(E)=∫
1-kαβ

0

m+1
2 γm[0+(1-γ)α+kα]dγ+∫

1

1-kαβ

m+1
2 γm[kα-(1-γ)β+(1-γ+k)α]dγ

=
(1+2k)α-β

2 +
(m+1)(β-α)
2(m+2) + β

2(m+2)
(1-k)m+2,

M
-

f(T)=∫
1-kαβ

0

m+1
2 γm[0+(1-γ)β-kα]dγ= β

2(m+2)
(1-kα

β
)
m+2
。

从而

fcost(d)=gm(k)=eM
-

f(E)+tM
-

f(T)=β
(t+e)(1-kα/β)m+2

2(m+2) -
(α-β)(m+1)e
2(m+2) +eα(2k+1)-eβ

2
。

(4)
 

当k>β/α时,即d=a+kα>a+β,则有

fcost(d)=gm(k)=M
-

f(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})=ekα+e(α-β)
2(m+2)

。

综上,可得

gm(k)=

α-tkα+t(β-α)
2(m+2)

,
 

k≤-1,

α(t+e)(k+1)m+2

2(m+2) +
(α-β)(m+1)t
2(m+2) -tα(2k+1)-tβ

2
,

 

-1<k≤0,

β(t+e)(1-kα/β)m+2

2(m+2) -
(α-β)(m+1)e
2(m+2) +eα(2k+1)-eβ

2
,

 

0<k≤β/α,

ekα+e(α-β)
2(m+2)

,
 

k>β/α,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

    
=α

-tk+t(β/α-1)
2(m+2)

,
 

k≤-1,

(t+e)(k+1)m+2

2(m+2) +
(1-β/α)(m+1)t
2(m+2) -t(2k+1)-tβ/α

2
,

 

-1<k≤0,

β/α(t+e)(1-kα/β)m+2

2(m+2) -
(1-β/α)(m+1)e
2(m+2) +e(2k+1)-eβ/α

2
,

 

0<k≤β/α,

ek+e(1-β/α)
2(m+2)

,
 

k>β/α,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀰛αhf(e,t,β/α,k),

式中hf 是关于e,t,β/α,k的函数。显然,gm(k)是关于k的分段m+2次连续多项式函数。不难发现
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g'm(k)=

-tα,
 

k≤-1,

α(t+e)(k+1)m+1-tα
2

,
 

-1<k≤0,

-α(t+e)(1-kα/β)m+1+eα
2

,
 

0<k≤β/α,

eα,
 

k>β/α,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

显然,当k≤-1时函数递减;k>1时函数递增。

当-1<k<0时,g″
m(k)=

α(t+e)(k+1)m

2 >0。

对于方程g'm(k)=0,只有当t<e时在[-1,0]内有根,并且其根为k=-1+
m+12t/(t+e)。

当0<k<β/α时,g″
m(k)=

α2(t+e)
2β

(1-kα
β
)
m

>0。

对于方程g'm(k)=0,只有e<t时在[0,β/α]内有根,并且其根为。k=[1-
m+12e/(t+e)]β/α。

由于二阶导数大于零时驻点取为最小值点,从而gm(k)取到最小值当k取值如

k=k*=
m+12t/(t+e)-1,

 

t≤e,

1-
m+12e/(t+e)  β/α,

 

t>e, (2)

从而最优工期为

d*=a+
α m+12t/(t+e)-1  ,

 

t≤e,

β1-
m+12e/(t+e)  ,

 

t>e。 
注1 定理1的结果给出了不同权函数对应的最优工期的计算公式,为设定工件工期提供了不同的选

择;在数值实验部分,也验证了权函数的恰当选择会使得费用更小。

定义6[12] 在1|p
~
|M

-
f(∑

n

i=1
(eiEi+tiTi))

 

中,工件的完工时间为C=(a,α,β),工期为d,则称k=

d-a  /α为工期相对于完工时间C 的峰点a和左宽度α的客户服务水平,简称客户服务水平。
对于一个可行调度Π,令k=(k1,k2,…,kn),对于权函数f(γ)=(m+1)γm

 

由定义6知f(Π,d)可表

示为

f(Π,d)=M
-

f(∑
n

i=1
max{ei(di-Ci),0}+max{ti(Ci-di),0})

=∑
n

i=1
M
-

f(max{ei(ai+kiαi-Ci),0}+max{ti[Ci-(ai+kiαi)],0})􀰛gm(Π,k)。

从而本文研究的问题1|p
~
|M

-
f(∑

n

i=1
(eiEi+tiTi))等价于1|p

~
|gm(Π,k),

 

即合理安排工件的加工

顺序,合理确定每个工件工期的客户服务水平,并按照di=ai+kiαi(i=1,…,n)来确定工期,使得目标函

数最小。
定义7 设工件的完工时间为C=(a,α,β),宽度比为ω=β/α,提前完工和拖期完工的单位时间惩罚分

别为e和t,工期d的客户服务水平为k,权函数f(γ)=(m+1)γm(m >0),则称

q􀰛hf(e,t,ω,k)=

-tk+t(ω-1)
2(m+2)

,
 

k≤-1,

(t+e)(k+1)m+2

2(m+2) +
(1-ω)(m+1)t
2(m+2) -t

(2k+1)-tω
2

,
 

-1<k≤0,

ω(t+e)(1-k/ω)m+2

2(m+2) -
(1-ω)(m+1)e
2(m+2) +e(2k+1)-eω

2
,

 

0<k≤ω,

ek+e(1-ω)
2(m+2)

,
 

k>ω,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(3)
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为工件具有宽度比Ji 的单位综合惩罚权重,简称单位综合惩罚权重。
给定一个Π,不失一般性,令Π=J1,J2,…,Jn  。在该调度Π中,根据模糊数的加法,我们得到Ji 的

完工时间为Ci=(∑
i

j=1
aj,∑

i

j=1
αj,∑

i

j=1
βj)。同时指派工期为di,根据定义6,对于每个工件,我们有di =

∑
i

j=1
αj+ki∑

i

j=1
αj。令d=(d1,d2,…,dn),则

f(Π,d)=gm(Π,k)

=M
-

f(∑
n

i=1
max{ei(∑

i

j=1
aj+ki∑

i

j=1
αj-Ci),0}+max{ti[Ci-(∑

i

j=1
aj+ki∑

i

j=1
αj)],0})

=∑
n

i=1
M
-

f(max{ei(∑
i

j=1
aj+ki∑

i

j=1
αj-Ci),0}+max{ti[Ci-(∑

i

j=1
aj+ki∑

i

j=1
αj)],0})

=∑
n

i=1
[hf(ei,ti,ωi,ki)∑

i

j=1
αj]。

(4)

根据式(4),当每个工件加工时间具有相同宽度比时,我们有如下结论。

定理2 设工件Ji的加工时间为p
~

i=(ai,αi,βi)(i=1,…,n)具有相同宽度比ω该工件集的任一最优

调度记为<Π={Ji1Ji2
,…,Jin

},d,k={ki1
,ki2
,…,kin

}>。令

k*
ij =

m+12tij
/(tij +eij

)-1,
 

tij ≤eij
,

ω 1-
m+12eij

/(tij +eij
)  ,

 

tij >eij
, 

则对于每一个工件,有

kij =k*
ij =

m+12tij
/(tij +eij

)-1,
 

tij ≤eij
,

ω 1-
m+12eij

/(tij +eij
)  ,

 

tij >eij
, (j=1,2,…,n)。

证 假设存在一个j0满足kij0
≠k*

ij0
。不失一般性,令k*=(k*

i1
,…,k*

in
)。因为每个工件加工时间的

宽度之比均为k*=(k*
i1
,…,k*

in
),则在调度Π中,每个工件的完工时间的宽度比均为k* =(k*

i1
,…,k*

in
)。

令k*=(k*
i1
,…,k*

in
),从而有

gm(Π,k)=∑
n

l=1
[hf(eil

,til
,ω,kil

)∑
l

j=1
αij
]

    ≥∑
n

l=2
[hf(eil

,til
,ω,k*

il
)∑

l

j=1
αij
]+hf(eil

,til
,ω,k*

il
)αij

    =gm(Π,k*),
这与Π是最优的相矛盾,因此结论成立。

上述定理表明,当n个工件的加工时间宽度比相同时,对于工件Ji(i=1,2,…,n)的工期di 的客户服

务水平ki在任何最优调度中都是相同的,并且ki由ei,ti,ω和权函数f(γ)=(m+1)γm 唯一确定。基于上

述定理,我们给出加工时间具有相同宽度比、权函数f(γ)=(m+1)γm(m>0)时求解1|p
~
|M

-
f(∑

n

i=1
(eiEI

+tiTi))的多项式算法。
算法1
step

 

1
 

根据(2)式,当权函数为f(γ)=(m+1)γm ,计算最优客户服务水平k*
i (i=1,…,n);根据(3)

式,计算在最优客户服务水平k*
i 下的单位综合惩罚权重qi(i=1,…,n)。

step
 

2
 

按照qi/αi 非增的顺序排列工件的加工顺序,得到调度Π={Ji1
,Ji2
,…,Jin

}。对于Π中的Jij
,

指派工期

dij =∑
j

k=1
aik +k*

ij∑
j

k=1
αik
。
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step
 

3
 

输出Π,d=(d1,d2,…,dn)和k=(k1,k2,…,kn)。

定理3 当工件加工时间具有相同宽度比时,对带有权函数f(γ)=(m+1)γm 的工期指派问题1|􀭾p|

􀮄Mf(∑
n

i=1
(eiEi+tiTi))是多项式可解的。

证 显然算法1是多项式时间算法,其计算复杂度为O(nlogn)。假设存在一个最优调度<Π,k>不

是由算法1得到的。根据定理2,可知k=k* 。从而至少存在两个相邻的工件Jj 和Jk 在Π中,Jj 在Jk 之

前加工,但是(qj/αj)<(qk/αk)。调换Jj 和Jk 的加工顺序,就可得到另一个调度Π',且

gm(Π,k*)-gm(Π',k*)=αjαk(qk/αk-qj/αj)>0,
 

这与Π是最优调度相矛盾,从而定理成立。
例1 设有5个工件,工件具体信息如表1所示。每种工件提前完工单位时间惩罚ei 和拖期完工单位

时间惩罚ti(i=1,…,10)分别在表1的第2和第3列;每种工件收集的加工时间历史数据在表1的第4列;
由加工时间的历史数据构造模糊加工时间的方法为:对于每一种工件,用它的已收集的数据的平均数作为模

糊加工时间的峰点a,用该组数据中的最小值与均值的距离作为模糊加工时间的左宽度α,用该组数据中最

大值与均值的距离作为模糊加工时间右宽度β,从而得到每种工件的模糊加工时间(a,α,β);经计算,5个工

件的模糊加工时间在表1的第5列。
表

 

1 工件信息

Table
 

1 Jobs’information

Jobs
Per

 

unit
 

earliness
 

penalties
 

(ei)
Per

 

unit
 

tardiness
 

penalties
 

(ti)
Discrete

 

data
 

collected

for
 

processing
 

times

Fuzzy
 

processing
time

J1 4 1 [4,6,6.5,6.5,7] (6,2,1)

J2 2 4 [6,10,10.5,11.5,12] (10,4,2)

J3 1 5 [8,11.5,13,13.5,14] (12,4,2)

J4 6 3 [5,8,8.5,9,9.5] (8,3,1.5)

J5 5 3 [3,4,4,4.5,4.5] (4,1,0.5)

  令权函数为f(γ)=(4+1)γ4,根据公式(2),计算可得到工件的最优客户服务水平向量为
 

k*=(-0.167
 

446,0.015
 

578,0.032
 

876,-0.077
 

89,-0.055
 

91),
根据公式(3),计算得到最优客户服务水平下的单位综合惩罚权重向量为

ω=(0.236
 

7,0.329
 

82,0.031
 

469,0.206
 

83,0.421
 

031)。
再根据算法1,可以得到最优调度为:J3→J4→J2→J1→J5;每个工件的最优工期为

(d*
1,d*

2,…,d*
5)=(11.469,10.473

 

7,4.065
 

7,6.442
 

56,12.245
 

38)。

3 数值实验

为验证本文提的方法的有效性,在相同的数据集上与现有方法[7,12]进行比较,具体做法见图1。

图1 检验不确定环境下工期指派方法有效性流程图

Fig.
 

1 Flowchart
 

for
 

verifying
 

the
 

effectiveness
 

of
 

due
 

date
 

assignment
 

methods
 

in
 

uncertain
 

environments
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文献[7]和[12]分别讨论了当完工时间服从正态分布N(μ,σ2)和对数正态分布时,如何确定最优工期

d,使得提前完工惩罚和拖期完工惩罚的期望E(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})最小。当工件加工时

间服从伽马分布和瑞利分布时,本文给出了如何确定工期d使得E(emax{d-C,0}+tmax{C-d,0})最
小,计算工期d的具体过程参见文本附录。

为了叙述方便,以下称附录中给出的当工件服从各种分布的工期指派方法为方法A,文[12]中针对加

工时间为非对称三角模糊数的工期指派方法为方法B,本文给出的方法为方法C。针对m 不同的取值分

为C1,C2,C3,C4,分别对应m=2,4,8,16时。特别地,当m=2时与文献[12]的方案相同。
情形1:加工时间抽样数据服从对数正态分布时,工件的加工时间服从对数正态分布ξ,(其中参数μ=0,

σ=0.7,即lnξ~N(0,0.7)),提前完工单位时间惩罚和拖期完工单位时间惩罚分别为e=3和t=18。
第一步,对工件加工时间数据样本进行采集。抽样方法如下:由于工件加工时间服从对数正态分布,即

lnξ~N(0,0.7),利用Python的Numpy包抽取按照N(0,0.7)分布的数据i,随后将这些数据做指数运

算ξ=ei得到工件加工时间数据,共抽取6个样本,样本容量分别为40,80,160,320,640,1
 

280。同时为了排

除数据偶然性的影响,最终结果取惩罚的均值,并且同一样本数下反复随机取数据(本文反复取20次),最后

将这些数据再平均,以尽量减小实验的偶然性。
第二步,利用以上样本,用不确定变量模拟上述样本数据。方法A,用对数正态分布ξ,其中参数μ=0,

σ=0.7;方法B 和方法C 中α与β的选择利用3σ原则来确定,于是可得非对称三角模糊数

(a,α,β)=(e0.5σ,e0.5σ-e-2.7σ,e2.7σ-e0.5σ)=(1.419
 

1,1.268
 

0,5.200
 

3),
式中e为自然对数函数的底。

图2 对数正态分布的样本1~6中每个工件提前完工惩罚和拖期完工惩罚

Fig.
 

2 Earliness-tardiness
 

penalties
 

for
 

jobs
 

in
 

samples
 

1~6
 

with
 

Lognormal
 

distribution

第三步,根据方法A,方法B 和方法C 中不同的权函数(这里的权函数中mi 的值取做2,4,8,16),分别

计算最优工期d*
1,d*

2,d*
mi。计算可得:d*

1=3.287
 

1,d*
2=3.839

 

7,d*
m2=3.194

 

3,d*
m4=2.571

 

5,d*
m8=2.094

 

8,

d*
m16=1.788

 

5。
第四步,针对上述三种方法计算出的最优工期,分别计算6个样本的中每个工件的拖期完工和提前完工
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惩罚值,具体见如图2,其中横轴表示的工件的加工时间,纵轴表示对应的拖期完工/提前完工惩罚值的

平均值。
对于上述6个样本,由方法A、方法B、方法C 确定的工期而产生的平均惩罚和参见表2的2到6列。

可以直接从数据集看出,当m 取到8时(即方法C3)比其他方法更加优越。
表2 抽样数据服从对数正态分布的数值实验

Table
 

2 Numerical
 

experiment
 

on
 

sampling
 

data
 

following
 

Lognormal
 

distribution

Samples
Penalties
(method

 

A)
Penalties
(method

 

B)
Penalties
(method

 

C1)
Penalties
(method

 

C2)
Penalties
(method

 

C3)
Penalties
(method

 

C4)

sample
 

1 6.730 8.160 6.530 5.590 5.330 5.430

sample
 

2 6.970 8.130 6.800 5.740 5.201 5.358

sample
 

3 5.358 9.011 7.502 6.487 6.137 6.417

sample
 

4 7.029 8.323 6.825 5.670
 

1 5.110
 

2 5.090

sample
 

5 6.893 8.255
 

7 6.694 5.482 5.073 5.255

sample
 

6 6.800 8.172 6.591 5.530
 

1 5.254 5.491

图3 对数正态分布时m 与拖期完工/

提前完工惩罚值的关系图像

Fig.
 

3 The
 

relationship
 

between
 

m
 

and
 

earliness-tardiness
 

penalties
 

under
 

Lognormal
 

distribution

  事实上,我们可以得到m 与在该m 下确定的d* 所

模拟出的拖期完工/提前完工惩罚值均值的关系图

(图3),可以发现在相同的数据样本下,按照图像趋势总

有一个较小值,该值可以作为得到最优m 的参考。
情形2:当拖期的数据明显增多时,对数正态分布就

不能更很好的去模拟数据,于是考虑用伽马分布来模拟

这种情况。
取样的方法和原则与情形1一致。伽马分布f(x,

β,α)= βα/Υ(α)  xα-1e-xβ
 

中β=1,α=5,惩罚系数

e=18,t=2时。
利用文[7]的随机方法确定d*

1 =7.99,方法B和方

法C 中的α 和β 用伽马函数的分位数得到数值解:

α=4.9,
 

β=7.4。这可以保证95%以上的数据在区间

(a-α,a+β)中,针对不同权函数计算

d*
2 =11.17,d*

m2=9.64,d*
m4=8.075,d*

m8=6.829,d*
m16=6.009

 

4。
以这一组不同权函数对应的最优工期计算每个工件的拖期完工和提前完工惩罚值,如图4所示,横轴表

示的工件的加工时间,纵轴表示对应的拖期完工/提前完工惩罚值。
对于上述6个样本,方法A、方法B、方法C确定的工期而产生的平均惩罚和参见表3的2~6列。

表3 抽样数据服从伽马分布的数值实验

Table
 

3 Numerical
 

experiment
 

on
 

sampling
 

data
 

following
 

Gamma
 

distribution

Samples
Penalties
(method

 

A)
Penalties
(method

 

B)
Penalties
(method

 

C1)
Penalties
(method

 

C2)
Penalties
(method

 

C3)
Penalties
(method

 

C4)

sample
 

1 9.634 12.485 10.336 9.615 10.957 13.468

sample
 

2 9.360 12.56 10.314 9.351 10.469 12.941

sample
 

3 9.397 12.791 10.454 9.395 10.339 12.420

sample
 

4 9.332 12.758 10.460 9.331 10.388 12.620

sample
 

5 9.037 12.648 10.232 9.0375 10.070 12.280

sample
 

6 9.166 12.654 10.293 9.165 10.192 12.467

  从表中可以看出,在伽马分布情况下,加权形式当m=4的时候可以到达到较优,也可以通过以下图像
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看出,当m=4的时候在离散正整数上是最优的,仍然可以得到m 与在该m 下确定的d* 所模拟出的拖期完

工/提前完工惩罚值的关系图(图5)。

图4 伽马分布的样本1~6中每个工件提前完工惩罚和拖期完工惩罚

Fig.
 

4 Earliness-tardiness
 

penalties
 

for
 

jobs
 

in
 

samples
 

1~6
 

with
 

Gamma
 

distribution

情形3:从数据上来看,若非对称数据的分布不集中时,其密度函数如图6所示。

利用瑞利分布来近似表示上述分布,考虑瑞利分布f(x)=
x
σ2exp-

x2

2σ2  。当σ=3,根据瑞利分布性质

得a=1.253×3,惩罚系数取e=1,t=2。同样采用随机方法计算(具体见附录)可得d*
1=5.38,方法B 和

方法C 中的α和β用瑞利分布的分位数得到数值解α=a,β=10-a,这可以保证97%以上的数据在区间(a
-β,a+α)中,针对不同权函数计算得

d*
2=6.318,d*

m2=5.522,d*
m4=4.845,d*

m8=4.373,d*
m16=4.087。

以这一组不同权函数对应的最优工期,计算每个工件的拖期完工和提前完工惩罚值,具体见图7,横轴

表示的工件的加工时间,纵轴表示对应的拖期完工/提前完工惩罚值。
 

图5 伽马分布时m 与拖期完工/提前完工惩罚值的关系

Fig.
 

5 The
 

relationship
 

between
 

m
 

and
 

earliness-tardiness
 

penalties
 

under
 

Gamma
 

distribution

    

图6 非对称且数据分布不集中的分布

Fig.
 

6 Asymmetric
 

and
 

uneven
 

distribution
 

of
 

data
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图7 瑞利分布时m 与拖期完工/提前完工惩罚值的关系图像

Fig.
 

7 Earliness-tardiness
 

penalties
 

for
 

jobs
 

in
 

samples
 

1~6
 

with
 

Rayleigh
 

distribution

对于上述6个样本,由方法A、方法B、方法C确定的工期而产生的平均惩罚和参见表4的2到6列。
表4 抽样数据服从瑞利分布的数值实验

Table
 

4 Numerical
 

experiments
 

on
 

sampling
 

data
 

following
 

Rayleigh
 

distribution

Samples
Penalties
(method

 

A)
Penalties
(method

 

B)
Penalties
(method

 

C1)
Penalties
(method

 

C2)
Penalties
(method

 

C3)
Penalties
(method

 

C4)

sample
 

1 3.138 6.497 4.741
 

9 3.518
 

8 3.129 3.357

sample
 

2 3.084
 

4 6.646 4.850
 

9 3.521 3.084 3.265

sample
 

3 3.066 6.585 4.793 3.477 3.062 3.252

sample
 

4 2.973 6.609 4.792 3.424 2.972 3.148

sample
 

5 3.046 6.622 4.824 3.470 3.045 3.223

sample
 

6 2.994 6.622 4.808 3.441 2.993 3.170

图8 瑞利分布时m 与拖期完工/提前完工

惩罚值的关系图

Fig.
 

8 The
 

relationship
 

between
 

m
 

and
 

earliness-tardiness
 

penalties
 

under
 

Rayleigh
 

distribution

  由表中数据,在瑞利分布中,方案C要优于方案A与

方案B。事实上我们仍有类似对数正态分布和伽马分布的

规律(图8)。

4 总结

本文对于工件加工时间统计样本较少无法得出具体分

布且分布不对称的情形,构建了针对单工件工期指派调度

优化问题的m 次加权模型,给出了m 确定下最优d* 的解

析形式,基于这个解析形式与一些性质进一步优化了工件

加工时间具有相同宽度比时的多项式求解算法。但对工件

间具有优先加工顺序约束等复杂约束条件下工期指派调度

加权模型如何建立和求解仍没解决,是这类问题的难点,也
是未来研究的方向。
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5 附录

关于对数正态分布的详细求法可见文献[12]。本部分展示当工件的完工时间ξ服从伽马分布和瑞利分

布时,如何得到工期d使得拖期完工和提前完工费用均值最小。设分布的密度函数为f(x),
 

令E=max{d

-ξ,0},T=max{ξ-d,0},则E,T 的分布函数分别如

FE(y)=P(E≤y)

   =P(max{d-ξ,0}≤y)

   =
0,

 

y<0,

P(d-ξ≤y),
 

y≥0, 
   =

0,
 

y<0,

1-P(ξ<d-y),
 

y≥0, 
(5)

对y求导便可得到结果从而,E 的概率密度函数为

fE(y)=
0,

 

y<0
 

或
 

y≥d,

f(d-y),
 

0≤y<d。 (6)

同理T=max{ξ-d,0}的分布函数和密度函数如

FT(z)=P(T≤z)

   =P(max{ξ-d,0}≤z)

   =
0,

 

z<0,

P(max{ξ-d,0}≤z),
 

z≥0, 
   =

0,
 

z<0,

P(ξ≤z+d),
 

z≥0。 

(7)

因此,T 的概率密度函数为

fT(z)=
0,

 

z<0,

f(z+d),
 

z≥0。 (8)

令提前完工和拖期完工费用的数学期望为E(eE+tT)􀰛g(d)。进一步有

g(d)=e∫
+੭

-੭
yfE(y)dy+t∫

+੭

-੭
zfT(z)dz

  =e∫
d

0
yf(d-y)dy+t∫

+੭

0
yf(d+y)dy

  =e∫
d

0
(d-x)f(x)dx+t∫

+੭

d
(x-d)f(x)dx。

(9)

接下来将分布的密度函数带入后,再对g(d)做优化便可。伽马分布时:f(x)=124x
4e-x ,

g(d)=e
24
(d∫

d

0
x4e-xdx-∫

d

0
x5e-xdx)+t

24
(∫

+੭

d
x5e-xdx-d∫

+੭

d
x4e-xdx), (10)

则有g'(d)=e24∫
d

0
x4e-xdx+t

24∫
+੭

d
x4e-xdx,g″(d)=t+e

24d4e-d。

从而可得g″(d)>0,lim
d→+੭

g'(d)>0,lim
d→0

g'(d)≤0从而g'(d)=0在(0,+੭)上有唯一的根d* ,并

且根据凸函数的性质d* 恰好使得g(d)=E(eE+tT)取得最小值。带入t和e的值,化简得d* 即为

e-x(24+24x+12x2+4x3+x4)-2.4=0的解。由数值解法可得x=7.99。

对于瑞利分布也同理,带入f(x)=x
9e

-x2/18,t=2,e=1。可得
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g(d)=-3de-d2/18+d+2∫
+੭

d
xf(x)dx-∫

d

0
xf(x)dx,

求导可得g'(d)=-3de-d2/18+1。
易知,g″(d)>0且g'(d)在(0,+੭)有唯一根d*,根据凸函数的性质d*恰好使得g(d)=E(eE+tT)

取得最小值,d*=3 2ln3,d*≈5.38。
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