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摘　要　对模分复用系统中模式耦合和模式色散的统计规律及特性进行了研究。利用基于密度矩阵理论的

模式色散统计模型，借助数值模拟分析得到了六模光纤中模式耦合引起的光场能量分布和相干性变化的规

律以及与模式色散相关的各物理量的统计分布。结果表明，光纤的随机扰动会造成光场在不同模式之间的

相干性于很短的传输距离内迅速衰减为零，因此在相干光通信系统中对模式信号进行处理时，不仅根据能量

耦合强度进行分组，需要同时考虑模式间的能量耦合与相干性变化以作全局处理。同时发现，六模光纤中一

阶、二阶模式色散的统计分布能够用修正的偏振模色散公式加以描述。以上结论将为模分复用光信号的性

能恢复提供理论依据，并有效推动模分复用技术的实用化进程。
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１　引言

模分复用技术在利用多个正交模式有效提升光纤通信系统传输容量的同时，也带来了一系列亟待解决

的问题［１－６］，比如低损耗光纤的结构设计、高纯度模式的激励、多个复用模式产生的模式耦合和模式色散效应

以及接收端复用信号的性能恢复等。其中，模式耦合和模式色散是制约模分复用系统实用化的主要因素之

一［７－１２］。模式耦合无论发生在传输光纤还是模式复用解复用器中，都会导致模分复用信号之间发生串扰，使

接收端信号的误码率增大，而且它还会从实质上影响模式色散，进而限制系统的传输距离与容量。模式色散

会造成光脉冲在传输过程中的展宽，导致信号失真，且随着传输距离的增大以及复用模式数量的增加，对信

号传输质量的影响也会越大，这将会大大增加对模式色散进行数字信号处理（Ｄｉｇｉｔａｌ　Ｓｉｇｎａｌ　Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，

ＤＳＰ）时的复杂度［１３］。因此，有必要对光纤中的模式耦合、模式色散的统计特性及变化规律进行研究，从而

为下一步提取模式耦合和模式色散补偿的关键信息，并有效降低ＤＳＰ的复杂度提供理论依据，为模分复用

技术的实用化打下理论基础。

在研究方法方面，传统上通常采用Ｓｔｏｋｅｓ理论［１４］来分析光纤中场态的随机演化，在可支持Ｊ个传播模

式的光纤（即Ｊ维模式空间）中，采用Ｓｔｏｋｅｓ理论分析法时，需要借助（Ｊ２－１）个Ｊ×Ｊ 维的盖尔曼辅助矩

阵［１５－１６］来建立描述光场及其传输性质的（Ｊ２－１）维Ｓｔｏｋｅｓ矢量。这种方法在分析目前商用的单模传输系

统（实际上存在２个相互垂直的偏振模式）中的偏振效应问题时非常直观有效［１７］，但是如果将其应用于存在

多个模式的模分复用系统中时，显然随着模式数目Ｊ的增加，Ｓｔｏｋｅｓ矢量形式将愈加复杂，并且物理意义也

会变得模糊。因此在模式数目为Ｊ的模分复用系统中，使用Ｓｔｏｋｅｓ理论分析模式耦合、模式色散等损伤时

将变得非常困难。前期我们课题组借鉴量子力学中的方法，提出了一种可描述任意Ｊ维模式空间中场态及

其传输性质的密度矩阵理论［１８］，该理论中用来描述光场及其传输性质的相关算符物理意义明确，构建简单

直接且光场中的所有可观测信息都能够方便地提取，因此在分析任意维度的模分复用系统中模式耦合和模

式色散等效应时具有极大优势。

本文研究了随机扰动下六模光纤中模式耦合和模式色散的统计规律及特性。首先将基于密度矩阵理论

的模式耦合与模式色散的统计模型应用于六模光纤，借助数值模拟得到了由模式耦合引起的光场能量分布

和相干性变化的规律、模式色散对光脉冲展宽的影响以及一阶和二阶模式色散的概率密度分布等，最后对同

一统计样本下，典型的光纤通信波段１　５４８ｎｍ～１　５５３ｎｍ内的模式色散性质进行了仿真分析，相关结果将

能够直接应用于模分复用系统数字信号处理模块中模式耦合和模式色散的均衡补偿。

２　模式耦合与模式色散的密度矩阵理论及统计模型

本节将重点阐述密度矩阵理论［１８］，为下节中光纤模式耦合和色散的研究分析提供基本理论方法。频率

为ω、在传播方向上ｚ点处的单色电磁波的电场幅度为Ｅ（ｘ，ｙ，ｚ）ｅｉωｔ ，可借用量子力学中的右矢｜ψ（ｚ，ω）〉

表示（忽略时谐因子ｅｉωｔ）。在Ｊ模光纤中，模式空间为Ｊ维，｜ψ〉由Ｊ个正交归一的模式（基矢量）展开

｜ψ〉＝∑
Ｊ

ｊ＝１
ψｊ｜ｊ〉，ψｊ＝〈ｊ｜ψ〉， （１）

式中〈｜为｜〉的对偶矢量，〈ｊ｜ψ〉代表｜ｊ〉和｜ψ〉的内积。通常，基矢量选择为一组自由模式 ｛｜ｊ〉，ｊ＝１，２，

…，Ｊ｝，即理想光纤中的本征传播模式。由式（１）可看出，｜ψ〉和 〈ψ｜可以分别由列向量（琼斯矢量）ψ＝
（ψ１，ψ２，…，ψＪ）

Ｔ和ψ
＝（ψ＊

１ ，ψ＊
２ ，…，ψ＊

Ｊ ）表示，其中，上标“Ｔ”和“”分别代表“转置”和“厄米共轭”。类似
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地，模式空间中任意算符Ａ
︿
的展开式为Ａ

︿

＝∑
Ｊ

ｊ，ｊ′＝１
Ａｊｊ′｜ｊ〉〈ｊ′｜，其中Ａｊｊ′＝〈ｊ｜Ａ

︿

｜ｊ′〉，因此算符Ａ
︿
能够用元

素为Ａｊｊ′的矩阵Ａ来表示。在本文中，仅讨论无损耗的情况，因此〈ψ｜ψ〉（正比于电磁场的能量）始终保持不

变，不失一般性，我们约定〈ψ｜ψ〉＝１。

２．１　密度矩阵理论

在密度矩阵理论中，为了统一地描述相干光（纯态）和部分相干光（混合态），借用量子力学中的密度矩阵

算符表示电磁场状态

ρ
︿

＝ ∑
ｑ＝１，２，…

ｐｑρ
（ｑ）＝ ∑

ｑ＝１，２，…
ｐｑ ψ

（ｑ）〉〈ψ
（ｑ） ， （２）

式中ρ
︿（ｑ）＝ ψ

（ｑ）〉〈ψ
（ｑ） 为纯态｜ψ

（ｑ）〉所对应的密度算符，ｐｑ为｜ψ
（ｑ）〉出现的概率。由ｐｑ＞０，∑ｑ＝１，２，…ｐｑ＝１，以及

〈ψｑ｜ψｑ〉＝１，可证明Ｔｒρ
︿
＝１。这里，利用密度算符ρ

︿
就能够很方便地获取光场的可观测信息。在相干光通

信中，需要分析光场能量在不同模式之间的分布以及光场在各模式之间的相干性，这可以通过密度算符ρ
︿
直

接计算得到。对于选定的正交完备基 ｜ｊ〉，ｊ＝１，２，…，Ｊ｛ ｝，光场ρ
︿
分布在模式｜ｊ〉中的能量（相对于光场ρ

︿
的

总能量）为

Ｐｊ＝〈ｊ｜ρ
︿

｜ｊ〉＝Ｔｒρ
︿

｜ｊ〉〈ｊ｜（ ）， （３）

而光场在模式｜ｊ〉和｜ｊ′〉之间的相干性为

Ｃｊｊ′≡〈ｊ｜ρ
︿

｜ｊ′〉＝Ｔｒ（ρ
︿

｜ｊ′〉〈ｊ｜）。 （４）

在光纤中，频率为ω的场态ρ
︿
（ｚ，ω）沿ｚ方向的演化方程为

ｉρ
︿
ｚ，ω（ ）／ｚ＝ Ｚ

︿
ｚ，ω（ ），ρ

︿
ｚ，ω（ ）［ ］， （５）

式中ｉ为虚数单位，Ａ
︿
，Ｂ
︿

［ ］＝Ａ
︿
Ｂ
︿
－Ｂ

︿
Ａ
︿
，而Ｚ

︿
为厄米（Ｚ

︿
＝Ｚ

︿
）的局域模式传播（Ｌｏｃａｌ　Ｍｏｄｅ　Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ，

ＬＭＰ）算符，其特征值与特征矢量分别代表局域传输常数和局域传输本征模。式（５）的普遍解可写为

ρ
︿
ｚ，ω（ ）＝Ｕ

︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）ρ

︿
ｚ′，ω（ ）Ｕ

︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）， （６）

式中Ｕ
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）为从ｚ′到ｚ的幺正（Ｕ

︿
Ｕ
︿
＝Ｕ

︿
Ｕ
︿
＝Ｉ

︿
，Ｉ
︿
为单位算符）演化算符，遵循微分演化方程

ｉＵ
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）／ｚ＝Ｚ

︿
ｚ，ω（ ）Ｕ

︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）， （７）

并显然满足初始条件Ｕ
︿
ｚ＝ｚ′，ｚ′；ω（ ）＝Ｉ

︿
。

通常情况下，光场也是频率ω的函数。假设初始位置处ρ
︿
ｚ′（ ）与ω无关，则由式（６）和（７）可以导出位置

ｚ处场态ρ
︿
ｚ，ω（ ）随频率变化的微分方程

ｉρ
︿
ｚ，ω（ ）／ω＝ Ω

︿
ｚ，ｚ′；ω（ ），ρ

︿
ｚ，ω（ ）［ ］， （８）

式中Ω
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）为厄米模式色散（ＭＤ）算符

Ω
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）≡ｉ　Ｕ

︿

ω ｚ，ｚ′；ω（ ）Ｕ
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ），Ｕ

︿

ω ≡Ｕ
︿
／ω ， （９）

其特征向量 ｜ｐｊ〉，ｊ＝１，２，…，Ｊ｛ ｝和特征值 τｐｊ｛ ｝分别代表输出主态和相应的群时延，从而完全地表征了

光纤的一阶模式色散性质。根据Ω
︿
的定义式（９）和Ｕ

︿
的演化方程式（７），还可以进一步得到Ω

︿
沿ｚ方向变化

的微分方程和级联规则

ｉΩ
︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）／ｚ＝ｉＺ

︿
ｚ，ω（ ）／ω＋ Ｚ

︿
ｚ，ω（ ），Ω

︿
ｚ，ｚ′；ω（ ）［ ］， （１０）

Ω
︿
ｚ３，ｚ１；ω（ ）＝Ω

︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ）＋Ｕ

︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ）Ω

︿
ｚ２，ｚ１；ω（ ）Ｕ

︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ）。 （１１）

对于模式色散算符的频率导数Ω
︿

ω ≡Ω
︿
／ω ，相应的方程可通过对式（１０）和（１１）取频率微分并结合Ｕ

︿

的幺正性质得到，这里仅根据后面研究的需要写出Ω
︿

ω 的级联规则
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Ω
︿

ω ｚ３，ｚ１；ω（ ）＝Ω
︿

ω ｚ３，ｚ２；ω（ ）＋Ｕ
︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ）Ω

︿

ω ｚ２，ｚ１；ω（ ）Ｕ
︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ）－ｉΩ

︿
ｚ３，ｚ２；ω（ ），Ω

︿
ｚ３，ｚ１；ω（ ）［ ］。（１２）

光纤的二阶色散可以通过Ω
︿
和Ω

︿

ω来定量表征，具体如：首先，计算Ω
︿
在频率ω＋δω（δω为足够小的频率变

化量）处的值Ω
︿

ω＋δω（ ）＝Ω
︿
（ω）＋Ω

︿

ω（ω）δω，并求出 Ω
︿
（ω）和 Ω

︿

ω＋δω（ ）的特征值τｐ１（ω）≥τｐ２（ω）≥
…τｐＪ（ω），τｐ１ ω＋δω（ ）≥τｐ２ ω＋δω（ ）≥ …τｐＪ ω＋δω（ ）以 及 相 应 的 特 征 矢 量 ｜ｐｊ＝１，２，…，Ｊ；ω〉，｜

ｐｊ＝１，２，…，Ｊ；ω＋δω〉，然后，即可计算模式相关色度色散（ｍｏｄｅ－ｄｅｐｅｎｄｅｎｔ　ｃｈｒｏｍａｔｉｃ　ｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎ，ＭＤＣＤ）τｐｊ
以及主态变化趋势（Ｔｅｎｄｅｎｃｙ　ｆｏｒ　ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ　ｓｔａｔｅｓ　ｔｏ　ｃｈａｎｇｅ，ＴＰＳＣ）ＴＰ

τｐｊ（ω）≡τｐｊ（ω）／ω＝ τｐｊ ω＋δω（ ）－τｐｊ（ω）［ ］／δω， （１３）

Ｔｐ（ω）＝ τｐ１（ω）－τｐＪ（ω）［ ］ ρ
︿

ｐ１，ω（ω）＋ ρ
︿

ｐ２，ω（ω）＋…＋ ρ
︿

ｐＪ，ω（ω）［ ］／Ｊ， （１４）

式中

ρｐｊ，ω（ω）≡ ｐｊ；ω〉〈ｐｊ；ω（ ）／ω＝ ｐｊ；ω＋δω〉〈ｐｊ；ω＋δω － ｐｊ；ω〉〈ｐｊ；ω（ ）／δω。 （１５）

式（１３）～（１５）定量描述了光纤中的群时延及模式主态随频率的变化，即二阶模式色散。

结合密度算符ρ
︿
和 ＭＤ算符Ω

︿
，还能够直接获得光场脉冲的中心群时延和时间展宽等信息。如上所述，

ＭＤ算符Ω
︿
的特征矢量 ｜ｐｊ〉，ｊ＝１，２，…，Ｊ｛ ｝和特征值τｐｊ｛ ｝分别代表输出主模和相应的群时延，而Ω

︿
是厄米

算符，其特征矢量（输出主模）构成一组正交完备基。由式（３）可知输出光场ρ
︿
分布在｛｜ｐｊ〉，ｊ＝１，２，…，Ｊ｝中

的能量为Ｐｊ＝Ｔｒρ
︿

｜ｐｊ〉〈ｐｊ｜（ ），因此，相应光场的群时延均值为

〈τ〉＝∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｐｊτｐｊ＝∑

Ｊ

ｊ＝１
Ｔｒρ

︿

ｐｊ〉〈ｐｊ（ ）τｐｊ＝Ｔｒρ
︿

∑
Ｊ

ｊ＝１
τｐｊ ｐｊ〉〈ｐｊ（ ）＝Ｔｒρ

︿

Ω
︿

（ ）， （１６）

式中〈〉表示以主态模式能量分布 Ｐｊ，ｊ＝１，２，．．，Ｊ｛ ｝为权重的平均。类似的，光场的群时延均方值和方差分

别为

〈τ２〉＝∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｐｊτ２ｐｊ＝∑

Ｊ

ｊ＝１
Ｔｒρ

︿

ｐｊ〉〈ｐｊ（ ）τ２ｐｊ＝＝Ｔｒρ
︿

∑
Ｊ

ｊ＝１
τ２ｐｊ｜ｐｊ〉〈ｐｊ｜（ ）＝Ｔｒρ

︿

Ω
︿
２（ ）， （１７）

〈Δτ２〉＝〈τ２〉－｛〈τ〉｝２＝Ｔｒρ
︿

Ω
︿
２（ ）－ Ｔｒρ

︿

Ω
︿

（ ）｛ ｝２。 （１８）

物理上，均值〈τ〉对应于输出脉冲中心的时间延迟，〈Δτ２〉表示输出脉冲的时间展宽。

２．２　统计模型

在实际的传输链路中，光纤不可避免地会受到随机扰动，使得光场的传输成为随机过程，为了更好的理

解信号在传输过程中受到的损伤，需要引入统计模型才能进行分析。为便于之后的数值模拟，我们选定一组

基矢量，将密度矩阵理论中的算符用相应的矩阵来表示。

在受随机扰动的光纤中，ＬＭＰ矩阵Ｚ可以写为

Ｚ（ｚ，ω）＝（ω／ｃ）Ｎ（ｚ，ω）＝（ω／ｃ）ＮＩＤ（ω）＋ΔＮ（ｚ）｛ ｝， （１９）

式中Ｎ 为光纤的局域“有效折射率（Ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ　ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ，ＥＲＩ）”矩阵，ＮＩＤ（假定与ｚ无关）和ΔＮ（与ω
无关）分别为理想光纤的ＥＲＩ矩阵和随机变化部分。ΔＮ 服从朗之万随机微分方程［１９，２０］

ｄΔＮ（ｚ）／ｄｚ＝－Ｌ－１
Ｃ ΔＮ（ｚ）＋ Ｌ槡 Ｃｇ（ｚ）｛ ｝，ΔＮ　ｚｉ（ ）＝０， （２０）

式中ｚｉ 和ＬＣ分别为初始位置和关联长度，ｇ（ｚ）为表征白噪声过程的厄米矩阵，满足Ｅ　ｇ（ｚ）［ ］＝０，式中，Ｅ
［］代表统计样本的均值（以区别于上一小节中以光场能量分布为权重的均值〈〉）。厄米矩阵ｇ（ｚ）中所有对

角元素 ｇｊｊ（ ）及对角线以上的元素 ｇｊｊ′，ｊ＜ｊ′（ ）是相互独立的，且满足

Ｅ　ｇｊｊ（ｚ）ｇｊｊ ｚ′（ ）［ ］＝γ２ｊｊδｚ－ｚ′（ ），Ｅ　Ｒｅｇｊｊ′（ｚ）Ｒｅｇｊｊ′ ｚ′（ ）［ ］＝γ（Ｒｅ）
ｊｊ′δｚ－ｚ′（ ），

Ｅ　Ｉｍｇｊｊ′（ｚ）Ｉｍｇｊｊ′ ｚ′（ ）［ ］＝γ Ｉｍ（）２
ｊｊ′ δｚ－ｚ′（ ），其它＝０。

（２１）

由于ｇ（ｚ）是厄米矩阵，因此对角线以下的元素（即ｇｊｊ′，ｊ＞ｊ′）不是独立变量，而是由对角线以上的元素取厄

米共轭得到，即ｇｊｊ′＝ｇ＊
ｊ′ｊ。结合式（１９）～（２１）和１．１节中的密度矩阵理论，能够定量研究受随机扰动的光纤

中光场的传输规律。
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在数值计算中，把光纤分成长度为δｚＬＣ的Ｍ 段，并将每一小段的模式性质视为均匀，即ΔＮ（ｚ）＝

ΔＮ（ｚｍ－１），ｚ∈ｚｍ－１，ｚｍ），ｍ＝１，２，…，Ｍ，其中ｚ０＝ｚｉ 和ｚＭ ＝ｚｆ分别表示光纤的起点和终点。给定了

ＮＩＤ（ω）和 ｇｊｊ′，ｊ≤ｊ′｛ ｝的概率分布，就可以通过级联规则由ρ（ｚｍ－１，ω）、Ω（ｚｍ－１，ｚ０；ω）、Ωω ｚｍ－１，ｚ０；ω（ ）和

ΔＮ（ｚｍ－１）得到ρ（ｚｍ，ω）、Ω（ｚｍ，ｚ０；ω）、Ωω（ｚｍ，ｚ０；ω）和ΔＮ　ｚｍ（ ）。因此，从ρ（ｚ０，ω）、Ω（ｚ０，ｚ０；ω）＝０、Ωω
（ｚ０，ｚ０；ω）＝０和ΔＮ（ｚ０）＝０出发，能够依次计算所有ｚｍ 点处的ρ（ｚｍ，ω）、Ω（ｚｍ，ｚ０；ω）、Ωω ｚｍ，ｚ０；ω（ ）和

ΔＮ　ｚ＋
ｍ（ ），从而获得随机传输过程中的一个样本。多次（Ｑ）重复这一过程即可生成一个样本集合，据此可以

分析光纤中模式耦合和模式色散的统计性质。

以上数值计算中，最基本的步骤为从ρｚｍ－１，ω（ ）、Ωｚｍ－１，ｚ０；ω（ ）、Ωω ｚｍ－１，ｚ０；ω（ ）和 ΔＮ　ｚｍ－１（ ）求

ρｚｍ，ω（ ）、Ωｚｍ，ｚ０；ω（ ）、Ωω ｚｍ，ｚ０；ω（ ）和ΔＮ　ｚｍ（ ）。首先，根据方程（６），（１１），（１２），有

ρｚｍ，ω（ ）＝Ｕ　ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）ρｚｍ－１，ω（ ）Ｕｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）， （２２）

Ωｚｍ，ｚ０；ω（ ）＝Ωｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＋Ｕ　ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）Ωｚｍ－１，ｚ０；ω（ ）Ｕｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）， （２３）

Ωω ｚｍ，ｚ０；ω（ ）＝Ωω ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＋Ｕ　ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）Ωω ｚｍ－１，ｚ０；ω（ ）Ｕｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）

　　　　　　　－ｉΩｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ），Ωｚｍ，ｚ０；ω（ ）［ ］，
（２４）

式中

Ｕ　ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＝ｅｘｐ －ｉ　Ｚ　ｚ＋
ｍ－１，ω（ ）δｚ［ ］＝ｅｘｐ －ｉω／ｃ（ ）ＮＩＤ（ω）＋ΔＮ　ｚ＋

ｍ－１（ ）［ ］δｚ｛ ｝， （２５）

Ωｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＝ｉ　Ｕω ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）Ｕｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）， （２６）

Ωω ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＝ｉ　Ｕωω ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）Ｕｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）＋ｉ　Ｕ　ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）Ｕ
ω ｚｍ，ｚｍ－１；ω（ ）， （２７）

分别为每一均匀小段的幺正演化算符、模式色散算符及其频率导数，式（２７）中Ｕωω≡２　Ｕ／ω２。然后，假定式

（２１）中ｇｊｊ′、Ｒｅ　ｇｊｊ′（ ）和Ｉｍ　ｇｊｊ′（ ）ｊ＜ｊ′（ ）各以相等的概率随机取±γ…／
　
δ槡ｚ值（γ…表示式（２１）各等式右端

的γ），可计算相应的随机矩阵ｇ。最后，根据式（２０），有

ΔＮ　ｚ＋
ｍ（ ）＝ΔＮ　ｚ＋

ｍ－１（ ）－Ｌ－１
Ｃ ΔＮ　ｚ＋

ｍ－１（ ）＋ Ｌ槡 Ｃｇ｛ ｝δｚ， （２８）

从而完成从ｚｍ－１到ｚｍ 的步骤。

３　六模光纤中模式耦合与模式色散的统计规律及特性

本节中，我们利用２．２节中的统计模型对随机扰动条件下六模光纤中的模式耦合和模式色散进行数值

模拟。设真空波长λ＝１　５５０ｎｍ，关联长度ＬＣ＝５０ｍ，样本总数Ｑ＝２０　０００，理想的ＥＲＩ矩阵和“随机冲撞”

因子γｊｊ′ ｊ≤ｊ′（ ）分别为

ＮＩＤ＝１０－５ｄｉａｇ　１，１，０，０，－１，－１（ ）， （２９）

γ１１＝γ２２＝γ３３＝γ４４＝γ５５＝γ６６＝γ１２ Ｒｅ（）＝γ３４ Ｒｅ（）＝γ５６ Ｒｅ（）＝１．０×１０－６，

γ１３ Ｒｅ（）＝γ１４ Ｒｅ（）＝γ２３ Ｒｅ（）＝γ２４ Ｒｅ（）＝γ３５ Ｒｅ（）＝γ３６ Ｒｅ（）＝γ４５ Ｒｅ（）＝γ４６ Ｒｅ（）＝０．５×１０－６，

γ１５ Ｒｅ（）＝γ１６ Ｒｅ（）＝γ２５ Ｒｅ（）＝γ２６ Ｒｅ（）＝０．３×１０－６，

γｊｊ′ Ｉｍ（）＝０，

（３０）

式中“ｄｉａｇ”表示对角矩阵，其括号里的值为对角线上的元素。这里，理想光纤的６种自由模式｛｜ｊ〉，ｊ＝１，２，

３，４，５，６｝可分为各包含两个具有相同ＥＲＩ的理想简并模的三组｛｜１〉，｜２〉｝、｛｜３〉，｜４〉｝、｛｜５〉，｜６〉｝，而不同

组之间模式的 ＥＲＩ有相对较大的差别，其中，｜１〉，｜２〉｛ ｝与 ｜３〉，｜４〉｛ ｝两组的 ＥＲＩ差为０．５×１０－６、

｜３〉，｜４〉｛ ｝与｛｜５〉，｜６〉｝两组的ＥＲＩ差为０．５×１０－６、｜１〉，｜２〉｛ ｝与 ｜５〉，｜６〉｛ ｝两组的ＥＲＩ差为０．７×１０－６。

基于上述参数条件，可以得到六模光纤中的密度矩阵样本集合、模式色散矩阵及其频率导数的样本集合

ρ
（ｑ）
ｎ （ｚｍ＝１，２，…，Ｍ，ω），Ω（ｑ）（ｚｍ＝１，２，…，Ｍ，ｚ０；ω），Ω（ｑ）ω （ｚｍ＝１，２，…，Ｍ，ｚ０；ω），ｑ＝１，２，…，Ｑ，ｎ＝１，２，…，６｛ ｝， （３１）

式中ｎ＝１，２，…，６分别对应六种不同初始场态ρ
︿
（ｚ０，ω）＝｜１〉〈１｜、（｜１〉＋｜２〉）（〈１｜＋〈２｜）／２、（｜１〉＋｜３〉）

（〈１｜＋〈３｜）／２、（｜１〉＋｜５〉）（〈１｜＋〈５｜）／２、（｜３〉＋｜４〉）（〈３｜＋〈４｜）／２、（｜３〉＋｜５〉）（〈３｜＋〈５｜）／２。基于这些
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样本集合，可以由式（３）、（４）计算光场的能量分布和相干性的变化，由式（１６）、（１８）计算输出脉冲的时间展

宽，以及由式（１３）～（１５）计算光纤中一阶、二阶模式色散的统计特性。

３．１　光场能量分布及相干性

在基于相干光接收技术的通信系统中，光场的能量分布和相干性是影响信号恢复的关键因素。图１给

出了不同初态下光场在各模式间的能量分布Ｐｊ 和相干性Ｃｊｊ′随传输距离ｚ－ｚ０ 的变化曲线。其中，图１

（ａ）、（ｂ）对应于初始场态ρ
︿
ｚ０，ω（ ）为｜１〉〈１｜的情况，在初始位置ｚ－ｚ０ 处，光场能量全部分布在模式｜１〉（Ｐ１

＝１，Ｐ２，…，６＝０）中，各模式间不存在相干性（Ｃｊｊ′＝０）；图１（ａ）显示，在较短的“组内”尺度ｌｉｎｔｒａ～２　ＬＣ下，能量

主要从模式｜１〉转移到组内的另一模式｜２〉，直至达到 ｜１〉，｜２〉｛ ｝内的均匀分布（即Ｐ１＝Ｐ２＝０．５）；随着传输

距离的进一步增加，如图１（ｂ）所示，在较长的“组间”尺度ｌｉｎｔｅｒ～１　０００　ＬＣ下，能量由组 ｜１〉，｜２〉｛ ｝转移到组

｜３〉，｜４〉｛ ｝及 ｜５〉，｜６〉｛ ｝，直至在６个模式间达到均匀分布；同时，在整个传输过程中各模式之间的相干性始

终保持为０。

图１　不同初态下光场的能量分布和相干性随传输距离（ｚ－ｚ０）的变化曲线。自上而下分别对应３个初态

ρ
︿
ｚ０，ω（ ）＝｜１〉〈１｜；｜１〉＋｜２〉（ ）〈１｜＋〈２｜（ ）／２；｜１〉＋｜３〉（ ）〈１｜＋〈３｜（ ）／２。

左右两列分别对应组内尺度ｌｉｎｔｒａ和组间尺度ｌｉｎｔｅｒ下的变化曲线。
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当初始场态ρ
︿
ｚ０，ω（ ）为 ｜１〉＋｜２〉（ ）〈１｜＋〈２｜（ ）／２时，如图１（ｃ）和（ｄ）所示，在初始位置处，光场能量均

匀分布于同一组内的模式｜１〉和｜２〉中，且这两个模式之间存在相干性（｜Ｃ１２｜＝０．５）；在ｌｉｎｔｒａ尺度下，由于能量

已均匀分布于模式｜１〉和｜２〉上，因此不再出现 ｜１〉，｜２〉｛ ｝组内的能量转移，而相干性｜Ｃ１２｜则从０．５衰减至０；

随着ｚ－ｚ０ 的进一步增加，在ｌｉｎｔｅｒ尺度下，能量由组 ｜１〉，｜２〉｛ ｝向组 ｜３〉，｜４〉｛ ｝及 ｜５〉，｜６〉｛ ｝转移，直至达到６

个模式 间 的 均 匀 分 布，而 相 干 性Ｃ１２ 继 续 保 持 为 ０。类 似 地，如 图 １（ｅ）、（ｆ）所 示，初 态 为

｜１〉＋｜３〉（ ）〈１｜＋〈３｜（ ）／２时，在初始位置处，光场能量均匀分布于不同组的模式｜１〉和｜３〉中，且这两个模式

之间存在相干性（｜Ｃ１３｜＝０．５）；在ｌｉｎｔｒａ尺度下，能量分别在 ｜１〉，｜２〉｛ ｝和 ｜３〉，｜４〉｛ ｝两个组内进行转移并达到

组内的均匀分布，然后在ｌｉｎｔｅｒ尺度下，能量在不同组之间进行转移，直至达到各模式间的均匀分布，而相干性

｜Ｃ１３｜则在ｌｉｎｔｒａ尺度下由０．５迅速衰减为０，且在此后一直保持为０。

通过以上分析可知，组内、组间的能量耦合会发生在不同的尺度下，这是因为具有相同ＥＲＩ的组内模式

耦合比具有不同ＥＲＩ的组间模式耦合强得多，在以往的研究中通常会根据能量耦合强度对模式信号采用分

组处理的方式［１３，２１］，这在能量耦合和相干性变化发生在相同的传播尺度下是合适的，然而，如上所述，在我

们所研究的系统中，随机微扰会导致所有模式间（包括组内和组间）的相干性Ｃｊｊ′均在较短（小于２　ＬＣ）的尺

度下迅速衰减为０，此时，需要同时考虑光场中的能量耦合强度与相干性变化以作全局处理，根据所有模式

的耦合与色散统计模型来实现信号的恢复补偿。

３．２　模式色散的统计性质

光纤的模式色散会使得光脉冲在传输过程中发生展宽和变形，从而影响光信号的传输质量。本节将对

模式色散的变化规律进行研究，并分析脉冲展宽、模式主态、差分群时延及相关物理量的统计特性。

利用公式（１８）能够计算输出脉冲的时间展宽，其样本统计平均值为
　
Ｅ 〈Δτ２〉［ ］槡 ＝

　
１
Ｑ∑

Ｑ
ｑ＝１〈Δτ２〉（ｑ槡 ）。

图２给出了不同初态下
　
Ｅ 〈Δτ２〉［ ］槡 随传输距离ｚ－ｚ０ 的变化曲线。由图可见，当距离较短时，

　
Ｅ 〈Δτ２〉［ ］槡

正比于ｚ－ｚ０，而在更长的距离上，
　
Ｅ 〈Δτ２〉［ ］槡 则正比于

　ｚ－ｚ槡 ０；同时，从图中还可得到输入信号中所包含

的模式组合与输出信号脉冲展宽之间的具体关系。这些结果将为模分复用系统中模式色散的恢复及补偿提

供定量的参考。

图２　不同初态下脉冲展宽
　
Ｅ 〈Δτ２〉［ ］槡 随传输距离的变化曲线。

注：１ｓｔ、２ｎｄ、３ｒｄ、４ｔｈ、５ｔｈ、６ｔｈ分别对应六个初态ρ
︿
ｚ０，ω（ ）＝｜１〉〈１｜、

｜１〉＋｜２〉（ ）〈１｜＋〈２｜（ ）／２、｜１〉＋｜３〉（ ）〈１｜＋〈３｜（ ）／２，

｜１〉＋｜５〉（ ）〈１｜＋〈５｜（ ）／２、｜３〉＋｜４〉（ ）〈３｜＋〈４｜（ ）／２、

｜３〉＋｜５〉（ ）〈３｜＋〈５｜（ ）／２。

图３给出了６模光纤中最大群时延差

Δτｍａｘ及其一阶频率导数Δτｍａｘ，ω和主态变化趋

势ＴＰ 的概率密度函数（Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　Ｄｅｎｓｉｔｙ

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＰＤＦ）的数值模拟结果（条形图部

分）。由图可见，Δτｍａｘ、Δτｍａｘ，ω和ＴＰ分别分布

在２　１００ｐｓ，０ｐ　ｓ２ 和３×１０６ｐ　ｓ２ 周围，且分布

宽度分别为４００ｐｓ、２×１０５ｐ　ｓ２ 和２×１０６ｐ　ｓ２

左右。由于｜Δτω｜远小于Ｔｐ，因此统计上ＴＰ

和Δτｍａｘ，ω分别是二阶模式色散的大、小分量，

这与偏振模色散中的对应物理量（二阶ＰＭＤ

的平行与垂直分量）统计性质［１７］类似。同时，

通过数值拟合发现，六模空间中Δτｍａｘ、Δτｍａｘ，ω
和ＴＰ的概率分布能够由修正的偏振模色散公

式来描述

ＰΔτｍａｘ ｘ≥０（ ）＝
３２α１ｘ２

π２〈Δτｍａｘ〉３
ｅｘｐ －

４α２
π

ｘ－τ０
〈Δτｍａｘ〉（ ）２（ ）， （３２）
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ＰΔτｍａｘ，ω（ｘ）＝
２

α２３ 〈Δτｍａｘ〉２
ｓｅｃｈ２

４ｘ
α２３ 〈Δτｍａｘ〉２（ ）， （３３）

ＰＴＰ（ｘ）＝α４ ｘ－Ｔ（０）
１（ ） ８

π〈Δτｍａｘ〉２（ ）２∫!
０ｄζＪ０ ８ζ

ｘ－Ｔ（０）
２

πα２５ 〈Δτｍａｘ〉２（ ）（ ）ｓｅｃｈζ（ ） ζｔａｎｈζ（ ）槡 。 （３４）

式（３２）－（３４）中，αｉ＝１，２，…，５、Ｔ（０）
ｊ＝１，２以及τ０ 为可调参数，当αｉ＝１，２，…，５＝１、Ｔ（０）

ｊ＝１，２＝０ｐｓ２ 及τ０＝０ｐｓ时，式（３２）－
（３４）是偏振模色散中各物理量概率分布的解析表达式［２２］，当α１＝０．３１，α２＝２０．００，α３＝０．４８，α４＝０．１６，

α５＝１．０２，Ｔ（０）
１ ＝０．１５×１０７　ｐｓ２，Ｔ（０）

２ ＝２．８０×１０６　ｐｓ２，τ０＝２　０００．００ｐｓ时，式（３２）～（３４）给出了图３（ａ）～（ｃ）

中的拟合曲线（实线部分），可以看到，Δτｍａｘ、Δτｍａｘ，ω和ＴＰ的拟合曲线与相应的数值模拟结果非常吻合。

ＰＤＦ：Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　Ｄｅｎｓｉｔｙ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ概率密度函数

图３　概率密度函数图：（ａ）最大群时延差Δτｍａｘ；（ｂ）最大群时延差一阶频率导数Δτｍａｘ，ω；

（ｃ）主态变化趋势ＴＰ

多模光纤中，除了最大群时延差Δτｍａｘ，各个主态之间的群时延差也会影响脉冲的展宽。图４（ａ）～（ｅ）

给出了相邻主态（主态按群时延由大到小顺序排列）间群时延差Δτｊ　ｊ＋１＝τｐｊ－τｐｊ＋１的概率密度函数的数值

模拟结果（条形图部分）。与Δτｍａｘ一样，Δτｊ　ｊ＋１的概率分布也能够用公式（３２）进行拟合，如图（ａ）～（ｅ）中的

实线部分所示，每个图中所取的α１、α２ 和τ０ 值见表１。图４（ｆ）给出了所有主态群时延τｐｊ的概率密度函数

（以模式平均群时延为原点），可以看到，尽管理想光纤中只有三种群时延（对应于三个ＥＲＩ值），但光纤受到

随机扰动后，原本具有相同ＥＲＩ的模式会解除简并，由此形成按原点呈中心对称分布的六个不同的群时延。

ＰＤＦ：Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ　Ｄｅｎｓｉｔｙ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎ概率密度函数

图４　概率密度函数图：（ａ）～（ｅ）相邻主态群时延差 Δτｊ　ｊ＋１；（ｆ）所有主态群时延τｐｊ
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表１　α１，α２，τ０ 的取值

Δτ１２／ｐｓ Δτ２３／ｐｓ Δτ３４／ｐｓ Δτ４５／ｐｓ Δτ５６／ｐｓ

α１ ２４．０　 １１．０　 ２６．０　 １４．５　 ３７．０

α２ １６．０　 １０．０　 １１．０　 ７．５　 １１．５

τ０ １２５．０　 １６５．０　 ５０．０　 ６０．０　 １０．０

　　最后，我们计算了典型的光纤通信波段１　５４８ｎｍ ～１　５５３ｎｍ内不同波长处的Δτｍａｘ、Δτｍａｘ，ω和ＴＰ，并

将结果示于图５。由图可见，Δτｍａｘ、Δτｍａｘ，ω和ＴＰ随波长做很不规则的变化，变化范围分别约为１　６０８～

２　３３４ｐｓ、－１．６３×１０５～１．３６×１０５　ｐｓ２、１．７０×１０６～４．４３×１０６　ｐｓ２，并与图３中的概率密度函数所给出的范

围大致相符。这实际上反映了以上物理量在波长上的各态历经性，因此，在分析模式色散的统计规律时，既

可以取不同时刻的数据样本，也可以取同一时刻不同波长的数据样本，通常，后者描述的测量方式会更为简

单和方便。

图５　（ａ）Δτｍａｘ随波长的变化曲线；（ｂ）Δτｍａｘ，ω随波长的变化曲线；（ｃ）ＴＰ随波长的变化曲线

４　结论

本文将基于密度矩阵理论的模式耦合与模式色散的统计模型应用于六模光纤，借助数值模拟对受随机

扰动的光纤中由模式耦合引起的光场能量分布和相干性变化的规律、模式色散对光脉冲展宽的影响、以及与

一阶和二阶模式色散相关的各物理量的统计分布等进行了研究。光场能量和相干性的研究结果表明，光纤

的随机扰动会造成光场在不同模式之间的相干性于很短的传输距离内迅速衰减为零，因此在相干光通信系

统中进行数字信号处理时，不能仅依据模式间的能量耦合强度对模式进行分组，还必须计及模式间相干性的

变化；利用密度算符和模式色散算符，计算给出了输入信号所包含的模式组合与输出信号脉冲展宽之间的定

量关系，并通过分析模式主态、相应的差分群时延以及它们随频率变化的统计性质，发现六模光纤的一阶和

二阶模式色散的概率分布能够用修正的偏振模色散公式加以描述，这些结果为多模光纤中模式色散的研究

提供了有效的分析途径；最后对同一统计样本下，典型的光纤通信波段１　５４８～１　５５３ｎｍ内的模式色散性质

进行了模拟分析，验证了模式色散在波长上的各态历经性，为模式色散的测量提供了一种等效且更加简

单的方式。本文的工作为模分复用光信号的性能恢复提供理论依据，并有效推动模分复用技术的实用

化进程。
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