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有限温度影响下光子计数分布的解析演化
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摘　要　基于连续变量热场纠缠态表象理论求解描述有限温度模型的密度算符量子主方程,并给出其解析

解的无限维克劳斯算符和表示.利用先进的算符排序法,给出光子计数分布的反正规乘积表示,从而得到有

限温度影响下光子计数分布的解析演化规律.研究成果丰富了量子退相干的数理处理方法,并加深了对系

统在热通道中发生的退相干行为的认识.
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０　引言

目前,量子退相干是量子信息和量子计算中普遍存在的本质问题,并给相关信息技术的发展和应用带来

了很大困扰.因此,量子光场的退相干问题已成为物理学家一个重要的研究热点.
在相互作用表象下,开放系统的量子退相干效应可用系统的约化密度算符满足的量子主方程进行描述.

在已有的文献[１Ｇ４]中,一般通过求解密度算符的PＧ表示或维格纳函数满足的福克Ｇ普朗克方程来分析系统
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的退相干演化规律.与以往的方法不同,基于热场动力学理论,范洪义教授引入了一种描述系统与其周围环

境相互作用的热场纠缠态表象(系统作为实模,与系统有相互作用的环境作为虚模),由此推导出了实、虚模

算符满足的算符恒等式及其互换关系,并将关于密度算符的量子主方程转化为相应态矢量满足的方程,从而

成功求解了一系列描述系统发生退相干演化的量子主方程并给出了其解析解的不同表示[５,６].

在光学理论中,热通道噪声是引起退相干的重要来源,因此热噪声影响下量子态的演化及其退相干问题

备受关注.目前,对于热通道,其研究主要集中在热噪声影响下量子态的非经典性质、魏格纳函数及其在量

子信息中的具体应用等方面[７Ｇ９].而对于量子态的光子计数分布,主要讨论了它们在一些简单的退相干通道

(如相位阻尼、振幅衰减等)中的演化规律[１０],推广至更为一般情况.本文利用热场纠缠态表象理论以及算

符排序法,推导出光子计数分布在热通道中的解析演化公式,进而探查系统在热通道中的退相干行为.

１　 热场纠缠态表象

为了准确描述量子系统和外界热环境之间发生的相互纠缠,类似于建立物理空间中连续变量纠缠态

η›和 ζ›表象[９],这里引进一个新的连续变量纠缠态表象———热场纠缠态表象.在双模福克空间中,热纠

缠态 ω›表示为[５,６]

ω›＝exp－
１
２ ω ２＋ωa＋－ω∗􀭹a＋＋a＋􀭹a＋æ

è
ç

ö

ø
÷ ００

~
›＝D(ω)ω＝０›, (１)

式中D(ω)＝exp(ωa†－ω∗a)为平移算符,参量ω为复数,ω＝０›＝exp(a†􀭹a†)０,０
~
›,􀭹a†为与真实的光子

产生算符a†相伴而生的虚模的产生算符,而􀭹a能湮灭 ›且满足对易关系 [􀭹a,􀭹a†]＝１和 [􀭹a,a†]＝０.利用有

序算符内积分法可证明,ω›为算符a－􀭹a† 和a†－􀭹a 的本征态,即
(a－􀭹a†)ω›＝ω ω›,(a†－􀭹a)ω›＝ω∗ ω› (２)

且拥有正交归一性

‹ω|ω′›＝πδ(ω１－ω′１)δ(ω２－ω′２) (３)

和完备性

∫d２ω
π ω›‹ω ＝１,d２ω＝dω１dω２ (４)

所以,态 ω›的完备集合能构成一个连续变量纠缠态表象.

根据式(２)可知,热场纠缠态 ω＝０›满足等式

a ω＝０›＝􀭹a† ω＝０›,a† ω＝０›＝􀭹a ω＝０›,a†a ω＝０›＝􀭹a†􀭹a ω＝０›, (５)

这意味着,在态矢量 ω＝０›下,在实空间中的玻色算符和虚空间的玻色算符存在如下互换关系a⇔􀭹a† ,

a†⇔􀭹a ,a†a⇔􀭹a†􀭹a .以上互换关系表明,若将一个密度算符主方程作用到 ω＝０›上,则对于该主方程中所

包含的形如aρta† 、a†ρta 和ρtaa† 等算符来说,ρt 右边的所有实模的产生算符a† 和湮灭算符a可以分别转

换为虚模的湮灭算符􀭹a 和产生算符􀭹a† ,并都能移到ρt 的左边(实模空间和虚模空间相互独立,则实模算符

与虚模算符是对易的).这样,根据这些算符的互换关系,可将描述退相干通道的量子主方程转化为态矢量

的演化方程,从而求解得到密度算符、光子数分布和维格纳函数等在通道中的解析演化规律.

２　描述有限温度模型的密度算符主方程的解

对于系统与环境相互作用的开放系统,热噪声总是与基本的力学过程相伴随的,从而使得热噪声成为了

引起系统非经典性衰退的重要原因.理论上,在BornＧMarkov近似下,描述有限温度模型的密度算符主方

程表示为[１１]

dρt

dt ＝κ􀭵n(２a†ρta－aa†ρt－ρtaa†)＋κ(􀭵n＋１)(２aρta†－a†aρt－ρta†a), (６)

式中κ为衰减常数,􀭵n 为平均热光子数.特殊地,当􀭵n →０且κ为有限值时,意味着真实物理系统的环境温
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度趋近于零.因此,式(６)退化为描述振幅衰减通道的量子主方程,即

dρt

dt ＝κ(２aρta†－a†aρt－ρta†a), (７)

它代表能量从系统向零温环境进行传输.

为求解描述有限温度模型的密度算符主方程(６),我们将充分利用热场纠缠态 ω＝０›下的实、虚模玻

色算符的互换关系(５).将式(６)两边作用到态矢量 ω＝０›上,利用式(５)并令ρt ω＝０›≡ ρt›,可得

d
dtρt›＝[κ􀭵n(２a†􀭹a†－aa†－􀭹a􀭹a†)＋κ(􀭵n＋１)(２a􀭹a－a†a－􀭹a†􀭹a)]ρt›, (８)

取ρ０ 为初始时刻的密度算符,ρ０ ω＝０›≡ ρ０›,则方程(８)解的标准形式为

ρt›＝exp[κ􀭵nt(２a†􀭹a†－aa†－􀭹a􀭹a†)＋κ(􀭵n＋１)t(２a􀭹a－a†a－􀭹a†􀭹a)]ρ０›, (９)

为求解式(９),注意到

κ􀭵nt(２a†􀭹a†－aa†－􀭹a􀭹a†)＋κ(􀭵n＋１)t(２a􀭹a－a†a－􀭹a†􀭹a)

　　　　　　　＝κt(２􀭵n＋１)(􀭹a－a†)(a－􀭹a†)＋κt(a􀭹a－􀭹a†a†＋１) (１０)

将式(１０)代入到式(９),并利用对易关系

[a􀭹a－􀭹a†a†,(a†－􀭹a)(a－􀭹a†)]＝２[(a†－􀭹a)(a－􀭹a†)] (１１)

和算符恒等式

eλ(A＋σB)＝eλAexp
σB(１－e－λτ)

τ
é

ë
êê

ù

û
úú , (１２)

式中算符A,B 满足等式 [A,B]＝τB ,可得

ρt›＝exp (a􀭹a－􀭹a†a†＋１)κt＋ 􀭵n＋
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (１－e２κt)(a＋－􀭹a)(a－􀭹a＋){ } ρ０›, (１３)

因此,在表象 ‹ω 中密度算符ρt 的解析演化规律为

‹ω|ρt›＝exp －(􀭵n＋
１
２

)(１－e－２κt)ω ２é

ë
êê

ù

û
úú ‹ωe－κt|ρ０›. (１４)

进一步,利用有序算符内积分法和热场纠缠态表象 ω›的完备性关系,可得

ρt›＝∫d２ω
π ω›‹ω|ρt›＝T３exp(κ􀭵nT３a†􀭹a†):exp (T２－１)(􀭹a†􀭹a＋a†a)[ ] :exp[κ(􀭵n＋１)T１a􀭹a]ρ０›

(１５)

式中利用双模真空态投影算符的正规乘积 ００
~
›‹００

~

＝:exp(－􀭹a†􀭹a－a†a):,式中:为正规乘积符号,且

T１＝
１－e－２κt

κ(􀭵n＋１)－κ􀭵ne－２κt
,　　T２＝

e－κt

􀭵n＋１－􀭵ne－２κt
,　　T３＝１－κ􀭵nT１ . (１６)

利用算符恒等式

eλa†a ＝:exp[(eλ －１)a†a]:, (１７)

可将式(１５)改写为

ρt›＝T３exp(κ􀭵nT１a†􀭹a†)exp[(􀭹a†􀭹a＋a†a)lnT２]exp[κ(􀭵n＋１)T１a􀭹a]ρ０ ω＝０›

＝T３∑
¥

i,j＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i (κ􀭵nT１)j

i!j! a†jexp(a†alnT２)aiρ０a†iexp(a†alnT２)aj ω＝０›. (１８)

进一步,把态矢量 ω＝０›从式(１８)的两端同时去掉,则得到演化密度算符ρt 的无限维算符和表示

ρt＝T３∑
¥

i,j＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i (κ􀭵nT１)j

i!j! T２j
２

a†jexp(a†alnT２)aiρ０a†iexp(a†alnT２)aj (１９)

或者

ρt＝∑
¥

i,j＝０
Mi,jρ０M†

i,j , (２０)
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式中Mi,j 为有限温度下演化密度算符ρt 所对应的克劳斯算符

Mi,j ＝ T３
[κ(􀭵n＋１)T１]i (κ􀭵nT１)j

i!j! T２j
２

a†jexp(a†alnT２)ai , (２１)

式(１９)代表初始态的密度算符ρ０ 如何演化为终态ρt .因此,在ρ０ 已知的情况下,很容易导出任意时刻t的

演化密度算符ρt .特殊地,当􀭵n→０且κ为有限值时,由于T１＝κ－１(１－e－２κt),T２＝e－κt ,T３＝１,则式(１９)
简化为振幅衰减通道中密度算符ρt 的无限维算符和表示

ρt＝∑
¥

i＝０
Miρ０M†

i , (２２)

式中

Mi＝
(１－e－２κt)i

i! ea†alne－κtai . (２３)

下面证明克劳斯算符Mi,j 的归一化.利用Glauber算符公式eA＋B＝eAeBe－
[A,B]

２ ＝eBeAe－
[B,A]

２ ,式中算符

A,B 满足 [[A,B],A]＝[[A,B],B]＝０,可导出

exp(２a†alnT２)a†jexp(－２a†alnT２)＝T２j
２a＋j . (２４)

另外,通过比较

et′aeta† ＝eta†et′aett′ ＝:et′a＋ ta†＋ tt′:＝ ∑
¥

m,n＝０

(－it)m (－it′)n

m! n! :Hm,n(ia†,ia): (２５)

和

et′aeta† ＝ ∑
¥

m,n＝０

tmt′n

m! n! ana†m , (２６)

可导出算符恒等式

ana†m ＝(－i)m＋n:Hm,n(ia†,ia):, (２７)

这样,利用式(２４)和(２７)可得

∑
¥

i,j＝０
M†

i,jMi,j ＝T３∑
¥

i,j＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i (－κ􀭵nT１)j

i!j! T２i
２

a†i:Hj,j(ia†,ia):aiexp(２a†alnT２). (２８)

进一步,利用拉盖尔多项式Lm(xy)与双变量埃尔米特多项式 Hm,m(x,y)之间的关系式

Hm,m(x,y)＝(－１)mm! Lm(xy), (２９)
以及拉盖尔多项式Lm(x)的产生函数

(１－z)－１exp
xz

z－１
æ

è
ç

ö

ø
÷＝∑

¥

m＝０
Lm(x)zm , (３０)

可得到

∑
¥

i,j＝０
M†

i,jMi,j ＝T３∑
¥

i,j＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i (κ􀭵nT１)j

i! T２i
２

:a†iaiLj(－a†a):exp(２a†alnT２)

＝T３∑
¥

i＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i

i! T２i
２

:a†iai∑
¥

j＝０

(κ􀭵nT１)jLj(－a†a):exp(２a†alnT２)

＝
T３

１－κ􀭵nT１

:exp
κ(􀭵n＋１)T１a†a

T２
２

é

ë
êê

ù

û
úúexp

κ􀭵nT１a†a
１－gT１

æ

è
ç

ö

ø
÷ :exp(２a†alnT２), (３１)

再考虑到式(１８),这样就验证了克劳斯算符的归一化条件

∑
¥

i,j＝０
M†

i,jMi,j ＝１, (３２)

此式能导致trρt＝trρ０ 成立,这说明克劳斯算符Mi,j 是一个保迹的量子操作.

３　热通道中光子计数分布的时间演化

本小节根据式(１９)中演化密度算符ρt 的无限维算符和表示,并利用算符排序法,可推导出任意初始密
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度算符ρ０ 的光子计数分布在热通道中随时间t的演化规律.

３．１　光子计数分布的反正规乘积表示

为了推导出热通道中光子计数分布的解析演化表达式,利用反正规乘积公式[１２,１３]

ρ＝∫d２α
π

‹－αρα›⋮exp(α ２＋α∗a－αa＋＋a＋a)⋮ (３３)

式中 ⋮ ⋮ 为反正规乘积符号,把正规乘积算符 :(a†a)me－ξa†a:转化为

:(a†a)me－ξa†a:＝⋮∫d２α
π

(－１)m α ２mexp －(１－ξ)α ２＋α∗a－αa＋＋a†a[ ] ⋮ . (３４)

进一步,利用数学积分公式

∫d２α
π

(－α)nα∗me－f α ２＋μa－va∗ ＝
１

fn＋m＋２
e－μv/fHm,n

μ
f

,v
f

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (３５)

可计算出算符 :(a†a)me－ξa†a:的反正规乘积表示

:(a†a)me－ξa†a:＝
１

(１－ξ)m＋１
⋮Hm,m

a†

１－ξ
, a

１－ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷e－ ξ

１－ξa
†a⋮, (３６)

这样,把式(３６)代入计算光子计数分布的基本公式

p(n,T)＝trρ:(ξa
†a)m

m! e－ξa†a:é

ë
êê

ù

û
úú , (３７)

这里参数ξ被称为量子检测效率,即时间间隔T 内单光子被检测到的几率,可得到光子计数分布的反正规

乘积表示

p(n,T)＝ ξm

m! (１－ξ)m＋１trρ⋮Hm,m
a†

１－ξ
, a

１－ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷e－ ξ

１－ξa
†a⋮é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
. (３８)

它是量子光学计数分布的新表达式,能为计算一些量子态(如相干态)的光子计数分布及其在退相干环

境中的演化提供方便.

３．２　光子计数分布在热通道中的解析演化

现在利用式(３８)来考察任意态ρ０ 的光子计数分布在热环境中的退相干演化规律.为了方便计算,把光

子计数分布的解析演化规律表示为

p(n,T;t)＝trρ０Ο(t)[ ] , (３９)

式中

Ο(t)＝ ξm

m! (１－ξ)m＋１∑
¥

i,j＝０
M†

i,j⋮Hm,m
a†

１－ξ
, a

１－ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷e－ ξ

１－ξa
†a⋮Mi,j, (４０)

把克劳斯算符M†
i,j 和Mi,j 代入式(４０),并插入相干态 α›的完备关系,这样有

Ο(t)＝ ξmT３

m! (１－ξ)m＋１∑
¥

i,j＝０

κ(􀭵n＋１)T１[ ]i (κ􀭵nT１)j

i!j! T２j
２ ∫d２α

π |α|２jHm,m
α∗

１－ξ
, α

１－ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷e－ ξ

１－ξ
α ２

　　　×a†iexp(a†alnT２)α›‹α exp(a†alnT２)ai , (４１)

进一步,利用恒等式

e－κta†a α›＝e－
α ２
２ eαe－κta† ０›, (４２)

可把算符Ο(t)改写为

Ο(t)＝ ξmT３

m! (１－ξ)m＋１∑
¥

i＝０

[κ(􀭵n＋１)T１]i

i! ∫d２α
π e－A α ２

×Hm,m
α∗

１－ξ
, α

１－ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷eαT２a†a†i ０›‹０aieα∗T２a, (４３)

式中A＝
１

１－ξ
－
κ􀭵nT１

T２
２

．再利用单模真空态投影算符的正规乘积表示 ０›‹０ ＝:e－a†a:和双变量埃尔米特多
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项式 Hm,n(x,y)的定义式

Hm,n(x,y)＝
∂m＋n

∂sm∂tne－st＋sx＋ty
s＝t＝０ , (４４)

可给出

Ο(t)＝ ξmT３

m! (１－ξ)m＋１
:e κ(􀭵n＋１)T１－１[ ] a†a ∂２m

∂sm∂tme－st∫d２α
π exp[－A α ２

＋α
t

１－ξ
＋T２a†æ

è
ç

ö

ø
÷＋α∗ s

１－ξ
＋T２a

æ

è
ç

ö

ø
÷ ]

s＝t＝０

:. (４５)

进一步,利用式(４４)以及数学积分公式[１４,１５]

∫d２z
π exp(ζ z ２＋ξz＋ηz∗ )＝－

１
ζ

exp－ξη
ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (４６)

可导出算符Ο(t)的正规乘积表示

Ο(t)＝D:Hm,m(Ba†,Ba)eCa†a:, (４７)

式中

B＝
T２

(１－ξ)A２－A
,　　C＝κ(􀭵n＋１)T１－１＋

T２
２

A
,　D＝ξmT３ A(１－ξ)－１[ ] m

m! (１－ξ)２m＋１Am＋１
, (４８)

这样,结合式(３９)和式(４７),可最终得到有限温度下光子计数分布随时间的演化规律,即

p(n,T;t)＝Dtrρ０:Hm,m(Ba†,Ba)eCa†a:[ ] . (４９)

显然,一旦知道初始态的密度算符ρ０,很容易导出此态的光子计数分布在有限温度通道中的演化特性.如,

对于相干态ρ０＝ z›‹z ,它的光子计数分布在有限温度下随时间的演化公式为

p(n,T;t)＝D‹z :Hm,m(Ba†,Ba)eCa†a:z›＝DHm,m(Bz∗ ,Bz)eC z ２ . (５０)

特殊地,当􀭵n→０且κ为有限值时,A＝(１－ξ)－１ ,由式(４５)可得到振幅衰减通道中光子计数分布的解

析演化规律[１０],即

p(n,T;t)＝trρ０:
(ξe－２κta＋a)m

m! e－ξe－２κta＋a:é

ë
êê

ù

û
úú . (５１)

由式(３７)和式(５１)比较可知,在振幅衰减通道中光子计数分布由衰退的量子效率ξe－２κt 来控制.此结果能

极大简化耗散量子光场光子计数分布的理论研究.

综上,根据连续变量热场纠缠态表象理论,导出了量子系统和环境间的玻色算符互换关系,从而求解了

有限温度下系统的密度算符量子主方程,并把其解析解表示为无限维克劳斯算符和的形式.利用光子计数

分布的反正规乘积表示,推导出了热噪声影响下光子计数分布的解析演化规律.这些结论能为开放系统退

相干行为的理论研究提供一种新的数理处理方法,并为系统光子计数分布的实验研究提供理论参考.
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