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摘要 针对一类积分器、非线性函数及输入中均包含时滞的严格前馈非线性系统,研究了全局渐近稳定问

题。为解决这一问题,构造了一个新型参数相关的状态反馈控制器使得闭环系统的平衡点是全局渐近稳定

的。首先,将对考虑的时滞系统引入含参数的坐标变换,并构造合适的Lyapunov函数。接下来,利用时滞

系统的稳定性判据,给出适当的Lyapunov-Krasovskii泛函,证明该时滞系统的全局渐近稳定性。最后,借

助仿真结果证明了该参数相关状态反馈控制器的有效性。
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Abstract The
 

problem
 

of
 

global
 

asymptotic
 

stabilization
 

is
 

investigated
 

for
 

a
 

class
 

of
 

strict-feedforward
 

nonlinear
 

systems
 

where
 

the
 

integrator,
 

nonlinear
 

function,
 

and
 

input
 

all
 

containing
 

time
 

delays.
 

To
 

address
 

this
 

issue,
 

a
 

novel
 

parameter-dependent
 

state
 

feedback
 

controller
 

is
 

designed
 

to
 

ensure
 

that
 

the
 

equilibrium
 

point
 

of
 

the
 

closed-loop
 

system
 

is
 

globally
 

asymptotically
 

stable.
 

Initially,
 

a
 

parameter-incor-
porated

 

coordinate
 

transformation
 

is
 

introduced
 

to
 

the
 

considered
 

time-delay
 

system,
 

and
 

an
 

appropriate
 

Lyapunov
 

function
 

is
 

constructed.
 

Subsequently,
 

by
 

employing
 

stability
 

criteria
 

for
 

time-delay
 

systems,
 

a
 

suitable
 

Lyapunov-Krasovskii
 

functional
 

is
 

provided
 

to
 

prove
 

the
 

global
 

asymptotic
 

stability
 

of
 

the
 

time-de-
lay

 

system.
 

Finally,
 

simulation
 

results
 

are
 

presented
 

to
 

demonstrate
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

parameter-de-
pendent

 

state
 

feedback
 

controller.
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0 引言

前馈非线性系统(即上三角非线性系统)是一类具有重要研究意义的非线性系统。目前,前馈非线性系

统广泛应用于各个领域,如生物系统,网络控制系统,物理设备等[1-4]。然而,系统中时滞的存在和非线性特

性,使得传统的控制方法很难应用到这类系统的分析和控制中,这就需要研究人员寻找新的控制方法和技

术。因此,前馈非线性系统的研究得到了广泛关注,参见文献[5-8]。目前,关于前馈非线性系统的研究已经

取得了丰硕的成果。在理论研究方面,学者们提出了多种有效的控制方法,如鲁棒控制、自适应控制、智能控

制等,在应用实践方面,前馈非线性系统的研究成果已经广泛应用于工业控制、航空航天、交通运输、生物医

学等多个领域。
时滞系统构成了真实现象的基本数学模型,在工程、力学等许多科学领域中也经常会遇到时滞问题,因

此对时滞系统控制问题的研究和分析成为重要问题之一。基于对时滞问题的研究和分析,涌现出了许多有

效的控制方法和分析方法,例如Lyapunov-Krasovskii泛函方法和Lyapunov-Razumikhin方法成为时滞系

统稳定性分析和控制器设计的两个有力工具[15-16],具体可以参阅综述文献[9-14]。当前,许多科研结果都集

中在时滞系统上。[17-19]考虑了低阶前馈非线性系统,其中Meng等人[17]研究了一类具有状态时变时滞的

上三角非线性系统的全局输出反馈稳定,Ye[18]提出了一种自适应稳定器,研究了一类具有时滞的前馈非线

性系统的自适应稳定问题,Zhou等人[19]基于所考虑的非线性系统的一种特殊规范形式,提出了两种新的非

线性控制律,考虑了一类前馈非线性时滞系统通过有界控制实现全局稳定。文献[20-22]考虑了高阶前馈非

线性系统,其中Zhao等人[20]通过设计状态反馈控制器,研究了一类具有时变时滞的随机高阶前馈非线性系

统的全局稳定问题,Jiang等人[21]考虑了一类具有低阶和高阶非线性特性的高阶非线性时滞系统的输出反

馈稳定,Zhang等人[22]通过开发一种新型的基于动态增益的反步法,并借助合适的L-K泛函,构造了一个与

时滞无关的状态反馈控制器,使得具有时滞的高阶非线性系统通过状态反馈实现了全局稳定。同时在实际

应用中,输入延迟通常难以避免,其往往源于传感器响应、信息处理速度及数据传输等环节,进而产生不稳定

性[23]。Zhang等人[24]研究了一类非线性函数中包含时滞的高阶前馈非线性时滞系统,通过动态低增益状态

反馈控制方法实现了全局强稳定。文献[25-27]考虑了具有线性增长条件的前馈非线性系统的稳定性。Zha
等人[28]为一类具有时变输入延迟的高阶前馈非线性系统构建了观测器和控制器,使系统全局渐近稳定。

Qin等人[29]考虑了具有输入时滞的随机高阶前馈非线性系统的状态反馈稳定。Zhao等人[30]研究了一类具

有状态和输入延迟的非线性系统通过无记忆输出反馈实现全局渐近稳定的问题。Zhao等人[31]研究了一类

积分器、非线性函数和输入中均包含时滞的强非线性的时滞上三角系统为全局渐近稳定,为时滞非线性积分

器及其他系统开发了齐次输出反馈设计。
值得注意的是,上面提到的最多的关于前馈时滞系统的结论都利用了齐次控制法,对于处理前馈非线性

系统的特殊结构是有用的(详见注1)。然而,这种方法并不适用于积分器、非线性函数以及输入中均包含时

滞的严格前馈非线性系统。本文的主要目的是寻找一种新颖且有效的方法,解决严格前馈非线性时滞系统

的全局渐近稳定问题。研究该类系统,有助于更好地理解和解决实际应用中的稳定性和控制问题。与文献

[28-30]已有的结果相比,本研究综合考虑了积分器、非线性函数以及输入时滞多个复杂因素,构建了更为复

杂且准确的严格前馈非线性系统模型,设计了一种新型参数相关的状态反馈控制器,也为后续处理相关问题

提供了一种新的解决思路,创新了理论方法。
主要贡献和挑战如下:(1)

 

将稳定性判据应用于时滞系统,提出了一种参数相关状态反馈控制器,以保

证积分器、非线性函数和输入中均有时滞的严格前馈非线性系统的全局渐近稳定。(2)
 

参数相关状态反馈

控制器非常简单和灵活,因为该控制器只依赖于一个参数,且大大减少了设计过程和计算工作量。(3)
 

由于

积分器和输入中都存在时滞,现有文献中的L-K泛函不再适用,如何寻找合适的L-K泛函是一个难点,而如

何处理积分器中的时滞项则是另一个难点。

1 预备知识

下面给出本文中将用到的一些符号和引理。· 是向量的欧几里得范数,||·||表示矩阵的Frobenius
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范数。一个函数g:Rn →R如果是连续的用C 表示,如果是连续可微的用C1 表示。 表示所有函数的集

合:R+→R+ 是连续的,严格递增的并在零点消失。 㜲表示所有 类无界函数的集合。
引理1[32] 考虑系统

ẋ=g(t,x(t+θ)), (1)
式中θ∈ -d,0  ,x(t)∈Rn 和g:R×C→Rn 且g(t,0)≡0。假设(1)中给出的g:R×C→Rn,将每个

R×(bounded
 

set
 

in
 

C)映射到Rn 中的有界集合,并且u,v,w:R+→R+ 是连续非递减函数,此外u(s),v(s)
对于s>0是正的,且u(0)=v(0)=0。如果存在一个连续可微泛函V:R×C→R使得u(||x(0)||)≤
V(t,x)≤v(sup

-d≤θ≤0
|x(t+θ)|),且V̇(t,x)≤-w(||x(0)||),则(1)的平凡解是一致稳定的。如果对

于s>0,w(s)>0,则它是一致渐近稳定的。此外,如果lim
s→㜲

u(s)=㜲,则它是全局一致渐近稳定的。

引理2[33] 对任意给定的向量y,
 

z和常数m>0,
 

存在实数α>1,β>1满足(α-1)(β-1)=1使得

yTz≤mα

α |y|α+ 1
βmβ|z|β。

引理3[34] 对任意函数g(t)∈C -τ,㜲  :R+  和正整数p,τ∈R+,则

∫
t

t-τ
g(σ)dσ  p

≤τp-1∫
t

t-τ
gp(σ)dσ

 

。

2 主要结果

本文考虑如下积分器、非线性函数及输入中均包含时不变时滞项的严格前馈非线性系统

ẋ1(t)=̇x2(t-τ2)+g1(x2(t),…,xn(t),x2(t-τ2),…xn(t)),

ẋ2(t)=̇x3(t-τ3)+g2(x3(t),…,xn(t),x3(t-τ3),…xn(t)),
︙

ẋn(t)=u(t-τ0),

(2)

式中x(t)=
 

(x1(t),x2(t),…,xn(t))T∈Rn 和u(t)∈R分别是系统状态和控制输入。对i=1,2,…,n,

τi>0是时不变时滞,􀭰τ=maxτ1,τ2,…,τn  ,xi(t-τi)和u(t-τ0)为系统的时滞状态和时滞控制输入。
非线性函数gi,i=1,2,…,n-1是连续的。

本文旨在构造系统(2)的一种参数相关状态反馈控制器,使得闭环系统在原点是全局渐近稳定的。为了

实现这一目的,需要以下假设。

假设1 存在一个正数b,使得|gi(·)|≤b∑
n

j=i+1
(|xj(t)|+|xj(t-τj)|),

   

i=1,2,…,n-1
 

。

注1 正如前馈非线性系统[17,25-27]中讨论的,假设1中的线性增长条件是处理前馈系统中非线性gi(·)
的一般条件。从假设1中不难发现,本文中的非线性项gi(·)包含系统状态xi+1,xi+2,…xn 而不是文献

[17,25-27]中的xi+2,xi+3,…xn。因此,系统(2)可以看作一类严格前馈非线性系统。
显然,系统(2)可以重写为

ẋ= x(t-τ)+ u(t-τ0)+ , (3)
式中

=
0(n-1)×1 I(n-1)×(n-1)

0 01×(n-1)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

 

=
0(n-1)×1

1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

 

=
 

g1(·),…,g(n-1)(·),0  T。

本文的主要结果用以下定理来表述。

定理1 如果假设1对系统(2)成立,并且存在一个正参数λ使得Φ(λ)-Φ􀮨(λ)-2􀭰τ
 

Φ̂(λ)>0,则通过

采用下面的参数相关状态反馈控制器,闭环系统在原点是全局渐近稳定的,

u=
Θ1
λn,

Θ2
λn-1

,…,Θn

λ
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 x=Θ(λ)x, (4)

式中Φ(λ),Φ􀮨(λ)和Φ̂(λ)在(15)中定义,􀭰τ在系统(2)中定义,Θ1,Θ2,…,Θn  =Θ满足 Θ= + Θ是
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赫尔维茨矩阵。
证 定理1的证明过程可以分成两部分。第一部分:引入坐标变换:

ξ=Γ(λ)x, (5)
式中ξ=

 

ξ1,ξ2,…,ξn  T 和Γ(λ)=diag1,λ,…,λn-1  。
同时,根据(3)~(5)和λΓ(λ)( + Θ(λ))= ΘΓ(λ),将闭环系统转化为

ξ
·
=λ-1

Θξ+Γ(λ) (x(t-τ)-x(t))+Γ(λ) (u(t-τ0))+Γ(λ) (·)。 (6)
选择合适的Lyapunov函数

V(ξ)=
δ1
2ξ

TPξ, (7)

式中δ1为正常数,P为对称正定矩阵,满足P Θ+
T
ΘP=-I。应用(6)和(7),有

V̇≤-δ1λ-1|ξ|2+2δ1(ξTP)(Γ(λ) )+2δ1(ξTP)Γ(λ) (x(t-τ)-x(t))

  +2δ1(ξTP)Γ(λ) (u(t-τ0)-u(t))。
(8)

下面将考虑右边的最后三项。根据假设1和(5),

|Γ(λ) |≤b∑
n-1

i=1
λi-1(∑

n

l=i+1
|xl|+∑

n

l=i+1
|xl(t-τl)|)=b∑

n

i=2
∑
i-2

k=0
λk(|xi|+|xi(t-τi)|)

=b∑
n

i=2
∑
i-1

k=1

1
λk(|ξi|+|ξi(t-τi)|)≤b∑

n-1

i=1

1
λi∑

n

i=2
(|ξi|+|ξi(t-τi)|)

≤b n-1∑
n-1

i=1

1
λi|ξ|+b∑

n-1

i=1

1
λi∑

n

j=2
|ξj(t-τj)|

 

。

(9)

然后,借助引理2和(9)可以得到

2δ1(ξTP)(Γ(λ) )≤ n-1Φ1(λ)|ξ|2+Φ1(λ)|ξ|∑
n

j=2
|ξj(t-τj)|

≤
b21(n-1)

2 + n-1  Φ1(λ)|ξ|2+Φ1(λ)
1
2b21∑

n

j=2
|ξj(t-τj)|2,

(10)

式中Φ1(λ)=2bδ1||P||∑
n-1

i=1

1
λi,b1是一个正实数。

利用引理2和(5),可得

2δ1(ξTP)Γ(λ) (x(t-τ)-x(t))≤2δ1||Γ(λ)|||ξ|∑
n

j=1
|ξj(t-τj)-ξj(t)|

≤δ1||P||b22|ξ|2+1b22
(∑

n

j=1
|ξj(t-τj)-ξj(t)|)

2  ,
(11)

式中b2是一个正实数。当j=1,2,…,n-1时,

|ξj(t-τj)-ξj(t)|
 

≤
 

|∫
t

t-τj
ξ
·
j(σ)dσ|≤∫

t

t-τj
|λ-1ξj+1(σ-τj+1)+λj-1gj|dσ

≤∫
t

t-τj
λ-1|ξj+1(σ-τj+1)|dσ+∫

t

t-τj
b∑

n

l=j+1
λj-l(|ξl(σ)|+|ξl(σ-τl)|)dσ

≤Φ2,j∫
t

t-τj
∑
n

j=2
(|ξj(σ)|+|ξj(σ-τj)|)dσ,

(12)

式中Φ2,j(λ)=(b+1)(1λ +∑
n

l=j+1

1
λl-j

)
 

。

当i=n时,

|ξn(t-τn)-ξn(t)|
 

≤
 

|∫
t

t-τn
ξ
·
n(σ)dσ|≤1λ∫

t

t-τn
∑
n

j=1
|Θjξj(σ-τ0)|dσ
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≤Φ3(λ)∫
t

t-2􀭰τ
(∑

n

j=1
|ξj(σ-τ0)|)dσ, (13)

式中Φ3(λ)=
1
λ∑

n

j=1
Θj

 

。

借助引理3以及(11)~(13),可得

2δ1(ξTP)Γ(λ) (x(t-τ)-x(t))

≤δ1||P||b22|ξ|2+
2􀭰τ((∑

n-1

j=1
Φ2,j(λ))2+Φ3(λ)2)

b22 ∫
t

t-2􀭰τ∑
n

i=1
|ξj(σ)|2dσ  。 (14)

然后,由引理2,假设1和(4),可得

2δ1(ξTP)Γ(λ) (u(t-τ0)-u(t))≤2δ1||P||||Γ(λ)||
λn ∑

n

i=1
Θi|ξ|∑

n

i=1
|ξj(t-τ0)-ξj(t)|

≤Φ4(λ)b23|ξ|2+1b23
(∑

n

j=1
|ξj(t-τ0)-ξj(t)|)

2  ,
(15)

式中Φ4(λ)=||Γ(λ)||
λn δ1||P||∑

n

i=1
Θi ,b3是一个正实数。当j=1,2,…,n-1时,

|ξj(t-τ0)-ξj(t)|
 

≤
 

|∫
t

t-τ0
ξ
·
j(σ)dσ|≤∫

t

t-τ0
|λ-1ξj+1(t-τj+1)+λj-1gj|dσ

≤∫
t

t-τ0
λ-1|ξj+1(t-τj+1)|dσ+∫

t

t-τ0
b∑

n

l=j+1
λj-l(|ξl(σ)|+|ξl(σ-τl)|)dσ

≤Φ2,j(λ)∫
t

t-τ0
∑
n

j=2
(|ξj(σ)|+|ξj(σ-τj)|)dσ,

(16)

式中Φ2,j(λ)=(b+1)(1λ +∑
n

l=j+1

1
λl-j

)
 

。

当i=n时,

|ξn(t-τ0)-ξn(t)|
 

≤
 

|∫
t

t-τ0
ξ
·
n(σ)dσ|≤1λ∫

t

t-τ0
∑
n

j=1
|Θjξj(σ-τ0)|dσ

≤Φ3(λ)∫
t

t-2􀭰τ
(∑

n

j=1
|ξj(σ)|)dσ,

(17)

式中Φ3(λ)=
1
λ∑

n

j=1
Θj

 

。

由引理3以及(15)~(17)可得

2δ1(ξTP)Γ(λ) (u(t-τ0)-u(t))

≤Φ4(λ)b23|ξ|2+
2􀭰τ((∑

n-1

j=1
Φ2,j(λ))2+Φ3(λ)2)

b23 ∫
t

t-2􀭰τ∑
n

i=2
|ξi(σ)|2dσ  。 (18)

结合(10),(14)和(18)有

V̇≤- δ1λ-1-
b21(n-1)

2 + n-1  Φ1(λ)-δ1b22||P||-b23Φ4(λ)  |ξ|2+ 12b21
Φ1(λ)∑

n

j=1
|ξj(t-τj)|2

+
δ1||P||

b22
+
Φ4(λ)
b23  2􀭰τ((∑

n-1

j=1
Φ2,j(λ))

2
+Φ3(λ)2)  ∫

t

t-2􀭰τ∑
n

j=1
|ξj(σ)|2dσ

=-Φ(λ)|ξ|2+Φ􀮨(λ)∑
n

j=1
|ξj(t-τj)|2+Φ̂(λ)∫

t

t-2􀭰τ∑
n

j=1
|ξj(σ)|2dσ

 

。 (19)

构造下面的L-K泛函

􀭺V=V+Φ􀮨(λ)∑
n

i=1∫
t

t-τj
|ξj(σ)|2dσ+Φ̂(λ)∫

t

t-2􀭰τ∫
t

μ∑
n

j=1
|ξj(σ)|2dσdμ, (20)
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然后

􀭺V
·

≤-(Φ(λ)-Φ􀮨(λ)-2􀭰τ
 

Φ̂(λ))|ξ|2=-φ(λ)|ξ|2。 (21)

选取γ(s)=φ(λ)s2,应用Φ(λ)-Φ􀮨(λ)-2􀭰τ
 

Φ̂(λ)>0,则γ(s)是 函数,将(17)变为

􀭺V
·

≤-γ(|ξ|)。 (22)
第二部分:接下来,本文将验证􀭺V 满足引理1的第一个条件。在|ξ|≤ sup

-2􀭰τ≤θ≤0
|ξ(θ+t)|和(7)的基础

上,有
π1(|ξ|)≤V≤π21(sup

-2􀭰τ≤θ≤0
|ξ(θ+t)|), (23)

式中π1(s)=
δ2
2λ

2
min(P)s2,π21(s)=

δ1
2λ

2
max(P)s2都是 㜲函数。

Φ􀮨(λ)∑
n

i=2∫
t

t-τj
|ξj(σ)|2dσ≤Φ􀮨(λ)∑

n

i=2∫
0

-􀭰τ
|ξj(θ+t)|2dθ≤Φ􀮨(λ)􀭰τsup

-􀭰τ≤θ≤0
|ξ(θ+t)|2

≤Φ􀮨(λ)􀭰τ sup
-2􀭰τ≤θ≤0

|ξ(θ+t)|  2=π22(sup
-2􀭰τ≤θ≤0

|ξ(θ+t)|),
(24)

式中π22(s)=Φ􀮨(λ)􀭰τs2是 㜲函数。

Φ̂(λ)∫
t

t-2􀭰τ∫
t

μ∑
n

j=2
|ξj(σ)|2dσdμ≤2̂Φ(λ)􀭰τ∫

t

t-2􀭰τ∑
n

j=2
|ξj(σ)|2dσ

≤2̂Φ(λ)􀭰τ∫
0

-2􀭰τ∑
n

j=2
|ξj(s+θ)|2d(s+θ)≤2̂Φ(λ)􀭰τ(sup

-2􀭰τ≤θ≤0
|ξ(θ+t)|)2

=π23(sup
-2􀭰τ≤θ≤0

|ξ(θ+t)|),

(25)

式中π23(s)=2̂Φ(λ)􀭰τs2是 㜲函数,规定π2=π21+π22+π23,则有

π1(|ξ|)≤􀭺V≤π2(sup
-2􀭰τ≤θ≤0

|ξ(θ+t)|)
 

。 (26)

根据(22),(26)和引理1,可得出闭环系统在原点是全局渐近稳定的。
注2 在已有的文献中,反推法是一种设计状态反馈控制器的常用方法。然而,这种方法需要逐步计

算。对于一个n阶系统,每一步必须都计算非线性项。从上面的计算过程可以看出,控制器u的形式已经

给出,只需要计算(8)的最后三项。然后根据(21)选择合适的参数λ。

3 推广结果

第2节的设计方案也可以推广到以下形式的一类积分器、非线性函数及输入中均包含多个时变时滞项

的严格前馈非线性系统

ẋ1(t)=x2(t-τ2(t))+􀭾g1(x2(t),…,xn(t),x2(t-τ2(t)),…xn(t-τn(t))),

ẋ2(t)=x3(t-τ3(t))+􀭾g2(x3(t),…,xn(t),x3(t-τ3(t)),…xn(t-τn(t))),
︙

ẋn(t)=u(t-τ0(t)),

(27)

式中τj(t):R+→[0,τ*]是时变时滞,τ* >0,j=1,…,n。非线性函数􀭾gi,i=1,…,n-1,是连续的。
为得到系统(27)的稳定性定理,本文需要以下假设。

假设2 存在一个已知的正常数􀭵b使得|􀭾gi|≤􀭵b∑
n

j=i+1
(|xj(t)|+|xj(t-τj(t))|),

 

j=1,…,n-1。

假设3 对于j=1,…n,存在一个已知常数β使得τ
·
j(t)≤β≤1.

与(3)相似,系统(27)可以重新写为

ẋ= x(t-τ(t))+ u(t-τ0(t))+
~
, (28)
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式中 =
 􀭾g1(·),…,􀭾g(n-1)(·),0  T,将推广的结果总结为以下定理。

定理2 如果假设2和假设3对系统(27)成立,并且存在一个正参数λ使得Ψ(λ)-Ψ
􀮨(λ)
1-β

-2τ*Ψ̂(λ)

>0,则通过采用参数相关状态反馈控制器(4),得到闭环系统在原点是全局渐近稳定的,其中Ψ(λ),Ψ􀮨(λ)
和 Ψ̂(λ)在(34)中被定义。

证 与证明定理1一样分两部分来证明定理2。第一部分:使用(5)~(6)和(28),将闭环系统转化为

ξ
·
=λ-1

Θξ+Γ(λ) (x(t-τ(t))-x(t))+Γ(λ) (u(t-τ0(t))-u(t))+Γ(λ)
~
(·)

 

。(29)
选择合适的Lyapunov函数

V1(ξ)=
δ2
2ξ

TQξ, (30)

式中δ2是一个正常数,Q 是一个对称正定矩阵满足Q Θ+
T
ΘQ=-I。应用(29)和(30),有

V̇≤-δ2λ-1|ξ|2+2δ2(ξTQ)(Γ(λ)
~)+2δ2(ξTQ)Γ(λ) (x(t-τ(t))-x(t))

+2δ2(ξTQ)Γ(λ) (u(t-τ0(t)-u(t))
 

。
(31)

与不等式(10)相似,根据假设2有

2δ2(ξTQ)(Γ(λ)Q)≤ n-1Ψ1(λ)|ξ|2+Ψ1(λ)|ξ|∑
n

j=2
|ξj(t-τj(t))|

≤
b24(n-1)

2 + n-1  Ψ1(λ)|ξ|2+ 1
2b24
Ψ1(λ)∑

n

j=2
|ξj(t-τj(t))|2,

(32)

式中Ψ1(λ)=2δ2||Q||∑
n-1

k=1

1
λk,b4是一个正实数。

类似于(14)的证明,利用假设2,假设3和(5),可以得到

2δ2(ξTQ)Γ(λ) (x(t-τ(t))-x(t))

≤δ2||Q||b25|ξ|2+
2τ*((∑

n

j=1
Ψ2,j(λ))2+Ψ3(λ)2)

b25 ∫
t

t-2τ*∑
n

i=1
|ξj(σ)|2dσ  , (33)

式中Ψ2,j(λ)=(􀭵b+1)(1λ +∑
n

l=j+1

1
λl-j

),Ψ3(λ)=
1
λ∑

n

j=1
Θj

 

,b5是一个正实数。

类似于(18)的证明,利用假设2,假设3和(5)可得

2δ2(ξTQ)Γ(λ) (u(t-τ0(t))-u(t))

≤Ψ4(λ)b26|ξ|2+
2τ*((∑

n-1

j=1
Ψ2,j(λ))2+Ψ3(λ)2)

b26 ∫
t

t-2τ*∑
n

i=1
|ξj(σ)|2dσ  , (34)

式中Ψ4(λ)=||Γ(λ)||
λn δ2||P||∑

n

i=1
Θi

 

,b6是一个正实数。

结合(32)~(34),可得

V̇1≤- δ2λ-1-
b24(n-1)

2 + n-1  Ψ1(λ)-b25δ2||Q||-b26Ψ4(λ)  |ξ|2

+ 1
2b24
Ψ1(λ)∑

n

j=1
|ξj(t-τj(t))|2+

δ2||Q||
b25

+
Ψ4(λ)
b26  2τ*((∑

n

j=1
Ψ2,j(λ))2

+Ψ3(λ)2)∫
t

t-2τ*∑
n

i=1
|ξj(σ)|2dσ

=-Ψ(λ)|ξ|2+Ψ􀮨(λ)∑
n

j=2
|ξj(t-τj(t))|2+Ψ̂(λ)∫

t

t-2τ*∑
n

i=1
|ξj(σ)|2dσ

 

。 (35)

构造下面的L-K泛函
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􀭺V1=V1+
Ψ􀮨(λ)
1-β∑

n

j=1∫
t

t-τj(t)
|ξj(σ)|2dσ+Ψ̂(λ)∫

t

t-2τ*∫
t

μ∑
n

j=2
|ξj(σ)|2dσdμ, (36)

有

􀭺V
·

1≤- Ψ(λ)-Ψ
􀮨(λ)
1-β

-2τ*Ψ̂(λ)  |ξ|2=-ψ(λ)|ξ|2。 (37)

取γ
~
(s)=ψ(λ)s2,应用Ψ(λ)-Ψ

􀮨(λ)
1-β

-2τ*Ψ̂(λ)>0,则γ
~
(s)是 函数且(37)变为

􀭺V
·

1≤-γ
~
(|ξ|)

 

。 (38)

第二部分:接下来,验证􀭺V1满足引理1的第一个条件。在|ξ|≤ sup
-2τ*≤θ≤0

|ξ(θ+t)|和(30)基础上,有

π3(|ξ|)≤V1≤π41(sup
-2τ*≤θ≤0

|ξ(θ+t)|), (39)

式中π3(s)=
δ2
2λ

2
min(Q)s2,π41(s)=

δ2
2λ

2
max(Q)s2都是 㜲函数。

Ψ􀮨(λ)
1-β∑

n

j=1∫
t

t-τj(t)
|ξj(σ)|2dσ≤π42(sup

-2τ*≤θ≤0
|ξ(θ+t)|), (40)

式中π42(s)=
Ψ􀮨(λ)
1-β

s2是 㜲函数。

Ψ̂(λ)∫
t

t-2τ*∫
t

μ∑
n

j=1
|ξ(σ)|2dσdμ≤π43(sup

-2τ*≤θ≤0
|ξ(θ+t)|), (41)

式中π43(s)=2̂Ψ(λ)τ*s2是 㜲函数。规定π4=π41+π42+π43,则有

π3(|ξ|)≤􀭺V1≤π4(sup
-2τ*≤θ≤0

|ξ(θ+t)|)
 

。 (42)

根据(39)、(42)和引理1可以得出闭环系统在原点是全局渐近稳定的。
注3 与仅包含积分器或非线性函数的系统,或者仅考虑输入时滞的系统相比,本文提升了系统模型的

复杂性和准确性,更贴近实际工程应用。与前馈时滞系统相比,本文研究了一类严格前馈知识系统,放宽了

非线性函数的条件。严格前馈非线性系统的研究成果不仅具有理论意义,还具有广泛的实践应用价值。例

如,在通讯系统、电力系统、网络传输系统等实际工程中,系统的当前状态都不可避免地受到过去状态的影

响,即存在时滞现象。同时,这些系统也往往包含非线性特性和积分器环节。因此,严格前馈非线性系统的

研究成果可以为这些系统的稳定控制和优化性能提供有力支持。

4 仿真例子

为了验证本文所提出的控制器的有效性,考虑以下数值例子。

ẋ1(t)=x2(t-1)+15x2(t)+
1
12sin

(x3(t-2)),

ẋ2(t)=x3(t-2)+120ln
(1+x2

3(t)),

ẋ3(t)=u(t-1)。

(43)

借助|sinx|
 

≤
 

|x|,ln(1+x2)≤
 

|x|,当b=15
时,假设1成立。

由系统(43)可知, =
0 1 0
0 0 1
0 0 0

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 , =

0
0
1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,选取Θ1=-310

,Θ2=-1310
,Θ3=-54

则有 Θ= + Θ

=

0 1 0
0 0 1

-310 -1310 -54

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,然后根据P Θ+
T
ΘP=-I,可以得到P=

2.931
 

8 2.815
 

4 1.666
 

7
2.815

 

4 4.693
 

6 2.550
 

3
1.666

 

7 2.550
 

3 2.440
 

3

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 。构
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造参数相关控制器

u=- 3
10λ3

x1-
13
10λ2

x2-
5
4λx3

 。 (44)

定义ξ=
 

ξ1 ξ2 ξ3  T=
 

x1 λx2 λ2x3  T,考虑L-K泛函

􀭺V=12ξ
TPξ+0.238

 

81
λ2∑

3

i=1∫
t

t-τi
|ξi(σ)|2dσ+0.258

 

7(5
λ4+

6
λ3+

2
λ2
)∑
3

i=1∫
t

t-4∫
μ

t
|ξi(σ)|2dσdμ

 

。

根据设计过程,可推出􀭺V
·

≤-1λ4
(0.717

 

7λ3-2.590
 

5λ2-9.449
 

7λ-5.174
 

5)|ξ|2。

取λ=7,得到φ(λ)=
1
λ4
(0.717

 

7λ3-2.590
 

5λ2-9.449
 

7λ-5.174
 

5)>0。因此,满足定理1的条件。

定理1给出了系统稳定的充分条件,本文通过设计控制器参数满足这个条件,并选择合理的初始数据

x1(0)=10,x2(0)=-1,x3(0)=1进行仿真。在仿真中,图1分别给出了系统状态x1,x2,x3和控制输入

u的响应曲线,可以观察到系统状态迅速收敛到稳定状态,并且控制输入在合理范围内波动。这表明本文设

计的控制方案是有效的,并且系统具有良好的稳定性和性能。

  注:(a)
 

状态x1的轨迹;
 

(b)状态x2的轨迹;
 

(c)状态x3的轨迹;
 

(d)输入u的轨迹。

图1 闭环系统(43)和(44)的响应

Fig.1 The
 

response
 

of
 

the
 

closed-loop
 

systems
 

(43)
 

and
 

(44)

注4 考虑上述例子中积分器不含时滞项的情况:

ẋ1(t)=x2(t)+
1
10x2

(t-1)+13ln
(1+x23(t)),

ẋ2(t)=x3(t)+
1
4sin

(x3(t-2)),

ẋ3(t)=u(t-1)。

(45)

根据第2节的设计过程,给出参数相关控制器

u=- 25λ3
x1-

8
5λ2

x2-
5
2λx3

。 (46)
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考虑L-K泛函

V
^
=12ξ

TQξ+0.363
 

11
λ2∑

3

i=1∫
t

t-τi
|ξi(σ)|2dσ+0.042

 

8(1
λ4+

3
λ3+

2
λ2
)∑
3

i=1∫
t

t-4∫
μ

t
|ξi(σ)|2dσdμ。

取λ=2.1时,满足定理1的条件。
在仿真中,取初始数据x1(0)=1,x2(0)=-0.5,x3(0)=0.5,观察图2可以看到,系统状态最终收敛

到稳定状态且控制输入在合理范围内波动,这证实了该方法同样适用于积分器中不包含时滞的严格前馈非

线性系统。

  注:(a)
 

状态x1的轨迹;
 

(b)
 

状态x2的轨迹;
 

(c)
 

状态x3的轨迹;
 

(d)
 

输入u的轨迹。

图2 闭环系统(45)和(46)的响应

Fig.2 The
 

response
 

of
 

the
 

closed-loop
 

systems
 

(45)
 

and
 

(46)

5 结论

通过引入Lyapunov-Krasovskii泛函,并将稳定性判据应用于时滞系统,本文提出了一种新型参数相关

状态反馈控制器,来保证积分器、非线性函数及输入中均包含时滞的严格前馈非线性系统全局渐近稳定。一

些有意义的问题仍然存在:(1)
 

是否存在一种通用的方法,可以适用于各种类型的前馈非线性系统稳定性分

析? (2)
 

对于积分器、非线性函数及输入中都包含时滞的随机非线性系统,能否设计参数相关状态反馈控制器?
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