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不确定扰动下传染病传播的动态系统
建模与确信可靠性分析

刘雪,刘利英

(聊城大学
 

数学科学学院,山东
 

聊城
 

252059)

摘要 针对传染病传播过程中的不确定性特征,基于经典传染病动力学框架,构建一类具有不确定传播扰动

的单种群传染病动力学模型。该模型将传染病传播视为一个受不确定因素影响的动态系统,其中感染率会

受到人群流动、防控措施、环境变化等因素的影响,不确定扰动因素可以真实地反映传播过程中的动态行为。
基于该模型,进一步求解了动态系统模型的首达时分布、确信可靠性函数及确信可靠性寿命,揭示了不确定

扰动下传染病传播动力学的风险演化机制。在此基础上,对确信可靠性函数及确信可靠性寿命中的关键参

数开展敏感性分析,通过绘制参数变化对系统可靠性的影响曲线,直观揭示了各参数与系统可靠性指标之间

的动态关系。
关键词 不确定理论;不确定微分方程;首次击中时间;确信可靠性寿命
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Abstract In
 

response
 

to
 

the
 

uncertain
 

characteristics
 

in
 

the
 

process
 

of
 

infectious
 

disease
 

transmission,
 

this
 

paper
 

constructs
 

a
 

class
 

of
 

single-population
 

infectious
 

disease
 

dynamic
 

models
 

with
 

uncertain
 

transmission
 

perturbations
 

based
 

on
 

the
 

classical
 

infectious
 

disease
 

dynamic
 

framework.
 

The
 

model
 

regards
 

infectious
 

disease
 

transmission
 

as
 

a
 

dynamic
 

system
 

affected
 

by
 

uncertain
 

factors,
 

where
 

the
 

infection
 

rate
 

is
 

influ-
enced

 

by
 

factors
 

such
 

as
 

population
 

mobility,
 

prevention
 

and
 

control
 

measures,
 

and
 

environmental
 

chan-
ges.

 

Uncertain
 

perturbation
 

factors
 

can
 

truly
 

reflect
 

the
 

dynamic
 

behavior
 

during
 

the
 

transmission
 

process.
 

Based
 

on
 

this
 

model,
 

the
 

paper
 

further
 

solves
 

the
 

first
 

hitting
 

time
 

distribution,
 

belief
 

reliability
 

function,
 

and
 

belief
 

reliability
 

life
 

of
 

the
 

dynamic
 

system
 

model,
 

revealing
 

the
 

risk
 

evolution
 

mechanism
 

of
 

infectious
 

disease
 

transmission
 

dynamics
 

under
 

uncertain
 

perturbations.
 

On
 

this
 

basis,
 

the
 

paper
 

conducts
 

a
 

sensitivi-
ty

 

analysis
 

on
 

the
 

key
 

parameters
 

in
 

the
 

credibility
 

reliability
 

function
 

and
 

credibility
 

reliability
 

life.
 

By
 

plotting
 

the
 

curves
 

of
 

the
 

impact
 

of
 

parameter
 

changes
 

on
 

system
 

reliability,
 

the
 

dynamic
 

relationships
 

be-
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tween
 

each
 

parameter
 

and
 

the
 

system
 

reliability
 

indicators
 

are
 

intuitively
 

revealed.
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0 引言

传染病的爆发与传播一直是威胁人类生命健康与社会稳定发展的重大挑战。回顾历史,众多传染病如

猴痘疫情[1]、黑死病[2]、西班牙流感[3]、严重急性呼吸综合征以及新型冠状病毒肺炎[4-6],都曾给人类社会带

来沉重灾难。传染病传播模型作为研究传染病传播规律的重要工具,在疫情防控中发挥着关键作用。自
 

Kermack
 

和
 

McKendrick[7]在1927年提出经典
 

SIR
 

模型以来,确定性传染病模型凭借简洁的动力学机制,
成为描述疾病传播的基础工具。Capasso与Serio[8]针对实际疫情中感染率并非简单线性关系的问题,构建

了非线性发生率模型。Arino等[9]在确定性系统中嵌入随机扰动项,模拟传播过程中的随机干扰。Zhang
等[10]将多重因素整合进了

 

LSTM
 

模型中,捕捉登革热传播的复杂动态。然而在实际防疫场景中,新发突发

传染病往往缺乏足够的流行病学数据支撑,同时,自然环境、人口流动、防控政策等人为因素带来的不确定

性,也常呈现出非概率性的模糊特征,这使得传统随机模型的适用性与预测精度受到一定制约。
于是,为了应对不确定性问题,Liu[11]于2007年提出了不确定理论,该数学分支以不确定测度为核心,

为处理包括动态系统行为在内的各类不确定性现象提供了新的方法论基础。自提出以来,不确定理论在众

多领域得到了广泛而深入的应用。在经济金融领域,Gao等[12]基于不确定统计研究了中国普通高校学生人

数,验证了扰动项为不确定变量;在化学领域,Tang等[13]基于不确定微分方程推导了不确定化学反应方程;
在传染病方面,Jia等[4]基于不确定微分方程推导了关于流行病学的不确定

 

SEIAR
 

模型;在物理领域,Qiu
等[14,27]考虑含不确定因素的单摆方程,研究了方程的稳定性与极值问题;在工程领域,Tian等[15]基于首次

击中时间和不确定偏微分方程,重点研究了不确定热方程的可靠性;在生态学领域,Yang等[16]通过首达时

对具有迁移源的不确定种群密度方程进行了可靠性分析。
不确定理论的发展为传染病动态系统的研究提供了新路径。将不确定理论引入传染病动力学模型,可

以更全面、准确地考虑传染病传播过程中的各种不确定性因素,从而建立更加符合实际情况的传染病模型。
传染病传播本质上是一个受偶然性与认知性不确定因素共同影响的动态过程,于是,Zeng等[17]指出,对动

态系统进行可靠性分析时必须同时考虑偶然与认知两类不确定性。随后,Zhang等[18]提出“信念可靠性指

标”的通用评估方法,通过将系统状态处于可行域的概率作为核心指标,有效衡量了系统可靠性。在此基础

上,Zhang等[18]和Zeng等[19]系统提出了确信可靠性的概念,并整合了对偶然与认知两类不确定性的统一分

析。与此同时,Tian等[15]针对不确定热传导方程的首达时问题展开了深入探究,基于该研究成果进一步界

定了确信可靠性函数与确信可靠性寿命的核心定义。在传染病动态系统中,首达时主要用于描述感染时间、
爆发时间等关键事件的发生时刻,能够帮助我们预测疫情首次达到某一严重程度的时间;确信可靠性函数则

评估系统状态在特定时间内维持在安全区域的可信度,为防控决策提供量化依据;确信可靠性寿命则反映系

统在不确定扰动下维持可靠状态的时间,为制定长期防控策略提供参考。
基于上述背景,考虑人群行为、环境条件、防控措施、病毒变异等多种不确定因素对系统动态的影响,基

于不确定理论构建了一类含不确定传播扰动的传染病动态系统模型。通过推导系统状态的首达时分布、确
信可靠性函数与确信可靠性寿命的理论表达式,揭示其数学结构与系统动态规律。通过代码实现,对传染病

动态系统进行仿真,分析参数对系统演化的影响,直观展示疫情发展趋势与可靠性特征。

1 理论知识

不确定微分方程是刻画含有不确定干扰的动态系统的核心工具,其解的存在唯一性[20]及数值模拟方法

(如α-路径[21])是分析不确定动态系统行为的关键基础。本部分将围绕不确定微分方程及其解的定义、适
定性条件、α-路径的求解以及解的逆不确定分布展开阐述。

定义1 (Liu
 [22])

 

设f和g为连续函数,Ct 为Liu过程,称
dXt=ft,Xt  dt+gt,Xt  dCt, (1)

为不确定微分方程,其解Xt 为满足(1)的不确定过程。
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定理1 (Chen-Liu
 [20])

 

如果对于某个常数L以及∀x,y∈R,t≥0,函数ft,x  和gt,x  满足线

性 增 长 条 件 ft,x  + gt,x  ≤ L1+ x  ,和 Lipschitz
 

条 件 ft,x  -ft,y  +
gt,x  -gt,y  ≤L x-y ,则不确定微分方程(1)存在唯一解。

定义2 (Yao-Chen[23])
 

设α为0到1之间的常数。不确定微分方程(1)的α-路径Xt
α 满足对应的常

微分方程dXα
t =ft,Xα

t  dt+ gt,Xα
t  Φ-1(α)dt,其中Φ-1(α)表示标准正态不确定分布的逆函数,即

Φ-1(α)= 3πln
α
1-α

。

定理2 (Yao-Chen
 [23])

 

若不确定微分方程(1)满足线性增长、Lipschitz条件及正则条件,则解Xt具有

逆不确定分布Ψ-1
t (α)=Xα

t。
定义3 (Liu

 [24])
 

设ρ∈(0,1],ξ
 

为不确定变量,则ξ的ρ-乐观值与ρ-悲观值分别定义为ξsup(ρ)=
sup{t {ξ≥t}≥ρ}和ξinf(ρ)=inf{t {ξ≤t}≥ρ},其中, 是不确定理论中的不确定测度。

2 不确定传染病传播模型与首次击中时间

2.1 传染病传播模型

传统随机微分方程基于概率测度,事件发生的可能性由概率分布描述,“噪声”被定义为dWt/dt,且

dWt/dt服从正态分布N 0,�  ,其中Wt 是维纳过程。随机微分方程的解为随机过程,其统计特性可通过

概率方法求解。如果将随机微分方程应用到传染病模型中,那么感染人数随时间的增加趋于无穷,这显然是

不符合实际情况的。不确定微分方程基于不确定测度,不确定性是模糊的、主观的,事件的可信程度由不确

定测度来描述。不确定微分方程的解为不确定过程,‘噪声’被定义为dCt/dt,且dCt/dt服从正态分布

N 0,1  ,其中Ct 是Liu过程(由Liu[25]提出)。传染病患病人数是一类具有Logistic增长趋势、连续动态变

化的非线性序列数据。本文在传统Logistic增长模型[26]dx(t)
dt =rx(t)1-x(t)

C  ,r>0,C>0的基础

上,引入一个不确定扰动项以反映非系统性不确定因素对传播过程的影响。本文基于Liu提出的Lipschitz
连续Liu过程,对时变不确定变量进行建模,得到如下表达式

dIt=q-mlnIt  Itdt+σItdCt, (2)
式中It 为t时刻的感染人数,Ct 为刘过程,扰动项σItdCt 刻画传播过程中的非系统性的不确定干扰,q为

基础增长贡献项,m 为抑制或衰减系数,σ表示不确定扰动的强度,模型参数q,m,σ均为正数。

由定义2,可以求解出式(2)的α-路径为Iα
t =exp(lnI0exp-mt  + 1m

(1-exp-mt  )(q+

σΦ-1(α))),其中I0为疫情发现时的感染人数,即初始感染人数。
2.2 首次击中时间

首达时τz 定义为感染人数首次到达预设阈值z的时间,即τz=inf{t≥0It=z},其中z通常取公共

卫生应急响应阈值(例如千人感染率
 

1‰对应的人数)。Liu[28]给出了首达时的精确定义。
定义4 (Liu

 [28])首达时τz 是不确定过程It 首次达到预设值z的时刻,因此τz 被视为一个不确定变量,

τz=
inftIt≥z,t≥0  ,z>I0,

inftIt≤z,t≥0  ,z<I0。 
通常情况下,传染病发生的短时间内,感染人数会呈上升趋势,于是,设置阈值z>I0,我们可以根据定

义4得出不确定传染病传播方程首达时的定义。
定义5 假设It 是不确定微分方程方程(2)的解。那么,当It 的上确界首次达到临界值z时,对应的时

刻记为τz,即τz=inftsup
t≥0

It=z  ,其中z是感染人数的预设阈值。

定理3 令It 和It
α 分别是不确定微分方程(2)的解和α-路径。若QIt  严格单调递增,则对于任意

给定水平z,不确定过程QIt  达到该水平的首次击中时间τz 具有不确定分布

N(s)=
supα inf

0≤t≤s
QIα

t  ≤z  ,
 

z<QI0  ,

1-infα sup
0≤t≤s

QIα
t  ≥z  ,

 

z>QI0  , 

005  聊城大学学报(自然科学版) 第1卷



式中s是给定的非负时刻。
证 (1)

 

当z<QI0  时,令α0=supα inf
0≤t≤s

QIα
t  ≤z  。由于QIt  是一个关于It的单调递增函

数,可得

τz≤s  = inf
0≤t≤s

QIt  ≤z,∀t≥0  

≥ QIt  ≤QI
α0
t  ,∀t≥0  

≥ It≤I
α0
t ,∀t≥0  

=α0。
另一方面,

 

τz≤s  =1- τz>s  

=1- inf
0≤t≤s

QIt  >z,∀t≥0  

≤1- QIt  >QI
α0
t  ,∀t≥0  

≤1- It>I
α0
t ,∀t≥0  

=1- 1-α0  

=α0。
可得 τz≤s  =α0。首达时τz的不确定分布为N(s)=α0=supα inf

0≤t≤s
QIα

t  ≤z  ,z<QI0  。

(2)
 

当z>QI0  时,令β0=infα sup
0≤t≤s

QIα
t  ≥z  ,由于QIt  是一个关于It的单调递增函数,可得

τz≤s  = sup
0≤t≤s

QIt  ≥z,∀t≥0  

≥ QIt  ≥QIβ0
t  ,∀t≥0  

≥ It≥Iβ0
t ,∀t≥0  

=1-β0。
另一方面,

 

τz≤s  =1- τz>s  

=1- sup
0≤t≤s

QIt  <z,∀t≥0  

≤1- QIt  <QIβ0
t  ,∀t≥0  

≤1- It<Iβ0
t ,∀t≥0  

=1-β0。
可得 τz≤s  =1-β0。首达时τz 的不确定分布为N(s)=1-β0=1-infα sup

0≤t≤s
QIα

t  ≥z  ,

z>QI0  。
综上所述,首达时τz 的不确定分布为

N(s)=
supα inf

0≤t≤s
QIα

t  ≤z  ,
 

z<QI0  ,

1-infα sup
0≤t≤s

QIα
t  ≥z  ,

 

z>QI0  。 
定理4 令It 和It

α 分别是不确定微分方程(2)的解和α-路径。若QIt  严格单调递减,则对于任意

给定水平z,不确定过程QIt  达到该水平的首次击中时间τz 具有不确定分布

􀮃N(s)=
1-infα inf

0≤t≤s
QIα

t  ≤z  ,z<QI0  ,

supα sup
0≤t≤s

QIα
t  ≥z  ,

 

z>QI0  。 
该定理的推导过程与定理3类似,因此此处不再赘述证明过程。
鉴于传染病传播初期病例数呈快速增长特征,而后续受人为干预措施的影响,增长速率逐渐放缓,本文
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采用不确定过程QIt  =lnIt 构建传染病传播动力学系统并展开研究。
定理5 设函数QIt  =lnIt 为连续且严格单调递增函数。若QIt  满足线性增长条件、Lipschitz

 

条

件及正则条件,则QIt  存在逆不确定分布Ω-1
t (α)=􀭹I0exp-mt  +1m

(1-exp(-mt))(q+σΦ-1(α)),其

中,􀭹I0=lnI0。
证 因 为 QIt  =lnIt 为 连 续 且 严 格 单 调 递 增 的 函 数,于 是 QIt  ≤QIα

t    ≥
It≤Iα

t,∀t>0  =α, QIt  >QIα
t    ≥ It>Iα

t,∀t>0  =1-α,根据对偶公理

QIt  ≤QIα
t    + QIt  >QIα

t    =1,可得 QIt  ≤QIα
t    =α。因此,QIt  的逆不确定

分布为 Ω-1
t (α)=QIα

t  =lnIα
t =ln(exp(lnI0exp-mt  + 1

m
(1-exp(-mt))(q +σΦ-1(α))))=

􀭹I0exp-mt  +1m 1-exp-mt    q+σΦ-1(α)  ,式中,􀭹I0=lnI0。

3 确信可靠性分析

3.1 确信可靠性函数

确信可靠性函数是一类依赖时间演化的函数,其核心作用在于量化模型在不同时间节点的可靠程度。
在公共卫生研究场景中,“可靠状态”

 

被定义为感染人数未突破预设应急阈值z(即
 

It≤z),据此,确信可靠

性函数
 

GB(T)可表述为:当
 

t∈ 0,T  
 

,感染人数It 仍维持在可靠状态的测度,
 

GB(T)=
sup
0≤t≤T

QIα
t  ≤z  。

定理6
 

设α为0到1之间的常数,z是事先设置的应急阈值,则传染病传播系统的确信可靠性函数可表

示为

GB(T)=infα sup
0≤t≤T

QIα
t  ≥z,z>I0  =1+exp

qπ
3σ

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

, (3)

式中It 与It
α 0<α<1  分别是式(2)的解与迁移路径。

证 首先,考虑传染病感染人数是呈上升趋势的,于是,应急阈值的设置为z>lnI0。根据定理3可得

出不确定传染病传播模型(2)的首达时分布函数为

N(T)=1-infα sup
0≤t≤T
lnIα

t ≥z  =1-infα sup
0≤t≤T
􀭴I0exp-mt  +1m 1-exp-mt    q+σΦ-1(α)  ≥z  .

因 为 lnIα
t =􀭹I0exp-mt  + 1

m 1-exp-mt    q+σΦ-1(α)  = 􀭹I0-q+σΦ-1(α)
m  exp-mt  +

q+σΦ-1(α)
m

,所以,令h1= α∈ 0,1  􀭴I0-q+σΦ-1(α)
m <0  ,h2= α∈(0,1)􀭴I0-q+σΦ-1(α)

m ≥0  ,
易见,h1∪h2= 0,1  ,且h1≠∅。当α∈h2,lnIα

t 关于t单调递减,sup
0≤t≤T
lnIα

t=lnIα
0=􀭹I0+q+σΦ-1(α)

m
≤z;当α∈h1,lnIα

t 关于t单调递增,且满足lnIα
0≤z。

因此,基于定理2,可得

   V(T)=M τz≤T  

=1-infα sup
0≤t≤T
lnIα

t ≥z  

=1-infα∈h2 sup
0≤t≤T

􀭹I0-q+σΦ-1(α)
m  exp-mt  +q+σΦ-1(α)

m ≥z  
=1-infα 􀭹I0-q+σΦ-1(α)

m  exp-mT  +q+σΦ-1(α)
m ≥z  

=1-infαln
α
1-α≥

z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ

-qπ
3σ  

=1+exp
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ

-qπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

。
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根据GB(T)的定义和首达时与V(T)的关系,我们可以得到

GB(T)= sup
0≤t≤T

QIα
t  ≤z  

= τz≥T  

=1-V(T)

=infα|sup
0≤t≤T
lnIα

t ≥z  

=1-1+exp
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ

-qπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁

-1

=1+exp
qπ
3σ

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

。

定理7 对于含初始感染人数􀭹I0,时间上限T 与应急阈值z的不确定传染病传播模型,其确信可靠性

函数为
 

GB(T)。通过分析该确信可靠性函数(3)对各参数的敏感性,可得如下结论:(1)
 

GB(T)关于q单调

递减;(2)
 

GB(T)关于σ单调递减;(3)
 

GB(T)关于z单调递增;(4)
 

GB(T)关于T 单调递减。

证
 

(1)
 

因为m,σ均为正数,所以 π
3σ
>0,易得出GB(T)关于q是一个单调递减的函数。(2)

 

化简

GB(T),得GB(T)=1+exp
qπ
3

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3  1σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

=1+expC
σ  􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 -1
,其中C<0,显

而易见,随着σ的增大,GB(T)减小,因此,GB(T)关于σ是一个单调递减的函数。(3)
 

因为m,σ均为正

数,所以mπ
3σ
>0,易得出GB(T)关于z 是一个单调递增的函数。(4)

 

对GB(T)关于T 求偏导数,设

GB(T)=u-1,其中u=1+exp(v),v=qπ
3σ

-mπ
3σ

×
z-􀭹I0exp(-mT)
1-exp(-mT)

,于是∂GB(T)
∂T =-u-2∂u

∂T=-

1
u2
exp(v)∂v∂T

,又

∂v
∂T=-mπ

3σ
× ∂∂T

z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT    

=-mπ
3σ

×
-􀭴I0exp-mT  -m  1-exp-mT    - z-􀭴I0exp-mT    -exp-mT    -m  

(1-exp(-mT))2

=-mπ
3σ

×
mexp-mT  􀭹I01-exp-mT    -(z-􀭹I0exp-mT  )  

1-exp-mT    2

=-mπ
3σ

×
mexp-mT  􀭹I0-z  
1-exp-mT    2

,

因此,∂GB(T)
∂T =-GB(T)  2exp

qπ
3σ

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ  m2π

3σ  exp-mT  z-􀭹I0  
1-exp-mT    2 <0

。 由

此可得,GB(T)关于T 是一个单调递减的函数。

例1 在传染病传播系统的确信可靠性函数GB(T)中,给定q=0.5,m =0.2,σ=1,􀭹I0=5,T =
5,15,30  ,

 

z=10,
 

分析传染病传播系统的确信可靠性函数中参数的敏感性,确信可靠性函数(3)随参数q
的变化规律见图1,随参数σ的变化规律见图2,随应急阈值z的变化规律见图3,随时间上限T 的变化规律

见图4。
 

例2 为了更加直观地看出各参数对确信可靠性函数的影响情况,我们又给出了GB(T)关于q,m,σ,
z,T 中两个参数的变化三维图像,见图5~8。
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图1 GB(T)关于q的变化曲线

Fig.1 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

q

     

图2 GB(T)关于σ的变化曲线

Fig.2 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

σ

图3 GB(T)关于z的变化曲线

Fig.3 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

z

     

图4 GB(T)关于T 的变化曲线

Fig.4 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

T

3.2 确信可靠性寿命

确信可靠性寿命指的是在给定的条件下,传染病传播模型能够保持可靠状态的最长时间。这里的可靠

状态意味着模型对传染病传播过程的描述和预测与实际情况的偏差在可接受范围内。确信可靠性寿命是基

于确信可靠性函数确定的一个特定时间值,是确信可靠性函数在可靠性评估中的一个具体应用。
定理8 假设β∈ 0,1  ,传染病传播系统的确信可靠性寿命[τz]sup(β)可表示为

[τz]sup(β)=supT GB(T)≥β  

=

+�,
􀭹I0-z

q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
≥1,

-1mln
1-

􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  , 􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
<1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(4)

证 对∀α,β∈ 0,1  ,根据定义3和定理3,我们可以得到

τz  sup(β)=supT τz≥T  ≥β  

=sup{T 1-V(T)≥β}

=supTinfα∣sup
0≤t≤T
lnIα

t ≥z  ≥β  

=supT GB(T)≥β  。

由定理6可知GB(T)=1+exp
qπ
3σ

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

,于是,我们有
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τz  sup(β)=supT 1+exp
qπ
3σ

-
z-􀭹I0exp-mT  
1-exp-mT  

mπ
3σ  􀭠

􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

-1

≥β  
=supT

1-
􀭹I0-z

q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
≤exp-mT    

=

+�,
 􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
≥1,

-1mln
1-

􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  , 􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
<1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

图5 
 

GB(T)关于m,T 的变化曲线

Fig.5 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

m,T

    

图6 GB(T)关于q,T 的变化曲线

Fig.6 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

q,T

图7 GB(T)关于σ,T 的变化曲线

Fig.7 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

σ,T

    

图8 GB(T)关于z,T 的变化曲线

Fig.8 The
 

variation
 

curve
 

of
 

GB(T)
 

with
 

respect
 

to
 

z,T

定理9 对于含初始感染人数􀭹I0 与应急阈值z 的不确定传染病传播模型,其确信可靠性寿命为
 

[τz]sup(β)。通过分析确信可靠性寿命(4)对不同参数的敏感性,可得如下结论:(1)
 

τz  sup(β)关于β单调

递增;(2)
 

τz  sup(β)关于q单调递增;(3)
 

τz  sup(β)关于m 单调递减;(4)
 

τz  sup(β)关于σ单调递增。

证 
 

(1)
 

因为ln β
1-β  关于β单调递增,易得出 τz  sup(β)关于β单调递增。(2)

 

因为m>0,
 􀭹I0-z

<0,于是ln
1-

􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  关于q 单调递减,最终 τz  sup(β)关于q 单调递增。(3)
 

对
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τz  sup(β) 关 于 m 求 偏 导 数 ∂τz  sup(β)
∂m = 1

m2ln
1-

􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  + 1
m3

1-
􀭹I0-z

q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  
-1 􀭹I0-z  q+ 3σ

πln
β
1-β  

q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0  
2 ,由于

􀭹I0-z
q
m + 3σ

mπln
β
1-β

-􀭹I0
<1,􀭹I0-z<0,

因此∂τz  sup(β)
∂m <0,即 τz  sup(β)关于m 单调递减。(4)

 

当β∈ 0,0.5  时,ln β
1-β

<0,于是

3
mπln

β
1-β

<0,τz  sup(β)关于σ单调递减;当β∈ 0.5,1  时,ln β
1-β

>0,于是 3
mπln

β
1-β

>0,

τz  sup(β)关于σ单调递增。

图9 τz  sup(β)关于β的变化曲线

Fig.9 The
 

variation
 

curve
 

of
 

τz  sup(β)
 

with
 

respect
 

to
 

β

      

图10 τz  sup(β)关于q的变化曲线

Fig.10 The
 

variation
 

curve
 

of
 

τz  sup(β)
 

with
 

respect
 

to
 

q

图11 τz  sup(β)关于m 的变化曲线

Fig.11 The
 

variation
 

curve
 

of
 

τz  sup(β)
 

with
 

respect
 

to
 

m

      

图12 τz  sup(β)关于σ的变化曲线

Fig.12 The
 

variation
 

curve
 

of
 

τz  sup(β)
 

with
 

respect
 

to
 

σ

例3 在传染病传播系统的确信可靠性寿命 τz  sup(β)中,给定q=5,m=1,σ=3.8,􀭹I0=20,z=25,

β=0.8,
 

分析传染病传播系统的确信可靠性寿命中参数的敏感性,确信可靠性寿命(4)随β的变化规律见图

9,随参数q的变化规律见图10,随参数m 的变化规律见图11,随参数σ的变化规律见图12。

4 结论

本文围绕含不确定传播扰动的传染病动态系统可靠性展开研究,系统分析了该类系统在不确定性下的

动态行为与可靠性特征。针对传统传染病模型难以准确刻画“传播概率波动”“人员流动”等不确定因素对系

统动态演化影响的局限,本文将不确定理论引入动态系统建模框架,并基于不确定测度描述系统参数的不确

定性范围,构建了一类含不确定传播扰动的传染病动力学模型。该模型能真实地反映系统状态的演化过程。

605  聊城大学学报(自然科学版) 第1卷



在此基础上,本文推导了传染病动态系统的首达时表达式,用于量化系统状态(如感染人数)首次达到预设预

警阈值的时间特征。进一步通过研究系统的确信可靠性函数与确信可靠性寿命,揭示了系统在不同时刻处

于安全运行状态的可信度,以及系统在不确定扰动下能够持续保持可靠性的最长时间,为预测系统行为与制

定防控策略提供了理论依据。
需要指出的是,本文所构建的动态系统模型暂未将“人群空间移动”“多病原体共传播”等更复杂的不确

定性机制区分为不同的结构扰动项,可能在对大规模、多群体耦合系统的可靠性分析中存在一定局限。未来

研究可进一步从多群体、多变量动态系统的角度,构建更贴合实际传播场景的高维不确定系统模型,以增强

对复杂传染病动态系统可靠性行为的刻画能力。
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