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摘要 模糊逻辑算子在模糊控制中起着非常关键的作用。本文旨在提出模糊Peirce
 

arrow算子的定义,并
将模糊Sheffer

 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子纳入到一个统一的框架中,即定义HP算子,进一步分

析HP算子的结构,讨论其与模糊弱HP算子、模糊Sheffer
 

stroke算子以及模糊Peirce
 

arrow算子之间的

关系,构造和刻画非平凡HP算子。最后,在某些非平凡HP算子集上提出两种特殊的运算,通过这两种运

算可分别构成半群和可交换幺半群。
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Abstract Fuzzy
 

logic
 

operations
 

play
 

a
 

crucial
 

role
 

in
 

fuzzy
 

control.
 

This
 

paper
 

aims
 

to
 

define
 

the
 

fuzzy
 

Peirce
 

arrow
 

operation,
 

and
 

incorporate
 

the
 

fuzzy
 

Sheffer
 

stroke
 

operation
 

and
 

the
 

fuzzy
 

Peirce
 

arrow
 

oper-
ation

 

into
 

a
 

unified
 

framework,
 

namely
 

defining
 

the
 

HP
 

operation.
 

It
 

will
 

further
 

analyze
 

the
 

structure
 

of
 

the
 

HP
 

operation,
 

discuss
 

its
 

relationships
 

with
 

the
 

fuzzy
 

weak
 

HP
 

operation,
 

the
 

fuzzy
 

Sheffer
 

stroke
 

op-
eration

 

and
 

the
 

fuzzy
 

Peirce
 

arrow
 

operation,
 

as
 

well
 

as
 

construct
 

and
 

characterize
 

the
 

non-trivial
 

HP
 

oper-
ation.

 

Finally,
 

two
 

special
 

operations
 

are
 

proposed
 

on
 

certain
 

non-trivial
 

HP
 

operation
 

sets,
 

through
 

which
 

a
 

semigroup
 

and
 

a
 

commutative
 

monoid
 

can
 

be
 

obtained,
 

respectively.
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0 引言

模糊控制作为模糊逻辑在控制领域的核心应用方向,与依赖精确数学模型的传统控制方法之间存在显

著差异———其核心优势在于构建控制器时可直接融入人类启发式经验知识,为解决控制过程中的不确定性
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问题提供了有效途径。这一技术最初由Zadeh[1]和Mamdani[2]奠定理论基础,凭借对系统模型不确定性、非
线性及复杂性的强适应性,在过去数十年间已成功渗透至工业控制、机器人控制、交通系统等众多关键领

域[3-8],成为复杂系统控制研究中的重要分支。
模糊控制理论的发展与模糊逻辑算子的研究密不可分,三角模、三角余模、一致模、零模及模糊蕴涵等逻

辑算子[9-11]共同构成了模糊推理与控制决策的数学基础。近年来,新型模糊逻辑算子的探索成为该领域的

研究热点:2021年,Baczyński等人[12]提出了一类新型模糊逻辑算子—模糊Sheffer
 

stroke算子,并证明模糊

Sheffer
 

stroke算子可以用来定义模糊补、合取连接词、析取连接词和模糊蕴涵等模糊逻辑连接词,同时,在
一定条件下,它还可以生成三角模和三角余模。2022年,Wang和Hu[13]进一步拓展这一研究,提出了模糊

Sheffer
 

stroke算子序和的概念,系统构建了该算子的构造方法并分析了该算子的一些相关性质。2024年,

Zhao和Liu[14-15]基于方向单调性研究了r-Sheffer
 

stroke算子和区间r-Sheffer
 

stroke算子,推动了模糊

Sheffer
 

stroke算子理论的深化。值得注意的是,在经典逻辑体系中,Sheffer
 

stroke算子与Peirce
 

arrow算

子存在对偶关系,这一对偶性为逻辑算子的拓展研究提供了重要启发。然而,当前模糊逻辑算子的研究中存

在明显空白,尽管模糊Sheffer
 

stroke算子已取得丰富成果,但模糊Peirce
 

arrow算子的概念尚未被提出,其
与模糊Sheffer

 

stroke算子的对偶关系及其相关性质等缺乏系统研究。
针对上述研究现状,本文围绕模糊Peirce

 

arrow算子及新型统一算子展开研究,主要创新点如下:
(1)

 

填补概念:提出模糊Peirce
 

arrow算子的定义,完善模糊逻辑算子的对偶体系,建立与经典Peirce
 

arrow算子的理论衔接;
(2)

 

构建统一框架:受文献[16-17]中算子统一思想的启发,提出新型模糊逻辑算子-HP算子,将模糊

Sheffer
 

stroke算子与模糊Peirce
 

arrow算子纳入同一理论框架,揭示三者间的内在关联,并进一步分析HP
算子与模糊弱HP算子的逻辑关系;

(3)
 

深化构造与刻画:系统研究非平凡HP算子的构造方法,通过严格的数学推导刻画其关键特征,为
后续算子的实际应用提供构造依据;

(4)
 

探索代数结构:针对特定类型的非平凡HP算子集,分析其代数性质,构建相应的代数结构,为模糊

逻辑代数理论的拓展提供新的研究对象。

1 预备知识

本节将主要介绍模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子的相关概念。
定义1[12] 二元函数H[0,1]2→[0,1]被称为模糊Sheffer

 

stroke算子,如果对于任意的x,y,z∈[0,

1],H 满足以下条件:
(H1)

 

对于任意的x≤y,有H(x,z)≥H(y,z);
(H2)

 

对于任意的y≤z,有H(x,y)≥H(x,z);
(H3)

 

H(0,1)=H(1,0)=1且H(1,1)=0。
模糊Sheffer

 

stroke算子H 满足左边界和下边界条件,即:对于任意x,y∈[0,1],有H(0,y)=H(x,

0)=1。
定义2 二元函数P[0,1]2→[0,1]被称为模糊Peirce

 

arrow算子,如果对于任意的x,y,z∈[0,1],

P 满足以下条件:
(P1)

 

对于任意的x≤y,有P(x,z)≥P(y,z);
(P2)

 

对于任意的y≤z,有P(x,y)≥P(x,z);
(P3)

 

P(0,1)=P(1,0)=0且P(0,0)=1。
模糊Peirce

 

arrow算子P 满足右边界和上边界条件,即:对于任意的x,y∈[0,1],有
 

P(1,y)=P(x,

1)=0。
命题1 二元函数P[0,1]2→[0,1]是模糊Peirce

 

arrow算子当且仅当存在模糊Sheffer
 

stroke算子

H,对于任意的x,y∈[0,1],使得
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P(x,y)=1-H(1-x,1-y)。 (1)
证明 如果H 是模糊Sheffer

 

stroke算子,显然,由等式(1)定义的P 算子满足定义2中的 (P1)~
(P3),是模糊Peirce

 

arrow算子。反之,如果P 是模糊Peirce
 

arrow算子,则定义函数H:[0,1]2→[0,1]为
H(x,y)=1-P(1-x,1-y)。 (2)

显然,由等式(2)定义的算子H 满足定义1中的(H1)~(H3),是模糊Sheffer
 

stroke算子。
根据以上命题可以看出,模糊Sheffer

 

stroke算子H 与模糊Peirce
 

arrow算子P 之间存在对偶关系。
通过放宽模糊Sheffer

 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子的边界条件,能够得到一个范围更广的算子,即
以下定义的模糊弱HP算子。

定义3 二元函数W[0,1]2→[0,1]被称为模糊弱HP算子,若对于任意的x,y,z∈[0,1],W 满足以

下条件:
(W1)

 

对于任意的x≤y,有W(x,z)≥W(y,z);
(W2)

 

对于任意的y≤z,有W(x,y)≥W(x,z);
(W3)

 

W(1,1)=0且W(0,0)=1。
显然,当W(0,1)=W(1,0)=1时,模糊弱HP算子W 就是模糊Sheffer

 

stroke算子;当W(0,1)=W(1,

0)=0时,模糊弱HP算子W 就是模糊Peirce
 

arrow算子。
定义4 称既不是模糊Sheffer

 

stroke算子也不是模糊Peirce
 

arrow算子的模糊弱HP算子为真模糊弱

HP算子。

2 HP算子

上一节的最后,通过弱化模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子的边界条件得到了模糊弱

HP算子,那么能否通过统一模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子的边界条件得到更为广泛的

算子呢? 为了解决这一问题,在本节中首先提出HP算子的概念,即模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子的统一形式。其次,详细讨论HP算子的结构。最后,分析HP算子与其相关算子之间的关系。

2.1 HP算子的定义和结构

定义5 任取a,b∈[0,1]且a≠b,称二元函数Vab:[0,1]2→[0,1]为HP算子,如果对于任意的x,

y,z∈[0,1],Vab 满足以下条件:
(V1)

 

对于任意的x≤y,有Vab(x,z)≥Vab(y,z);
(V2)

 

对于任意的y≤z,有Vab(x,y)≥Vab(x,z);
(V3)

 

Vab(a,y)=Vab(x,a)=b;
(V4)

 

Vab(b,b)=a。
此外,若HP算子不是模糊弱HP算子,则称它是真HP算子;若HP算子是真模糊弱HP算子,则称它

为特殊HP算子;若a,b∈(0,1)且a≠b,则称它为非平凡HP算子,否则称它为平凡HP算子。
注1 HP算子与模糊Sheffer

 

stroke算子、模糊Peirce
 

arrow算子和模糊弱HP算子的定义中前两个

条件均相同。若a=0且b=1,则HP算子就转化成了模糊Sheffer
 

stroke算子,若a=1且b=0,则HP算

子就转化成了Peirce
 

arrow算子,即模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子都是平凡HP算子。
例1

 

取0<a<b<1,则二元函数Vab:[0,1]2→[0,1]如下式:

Vab(x,y)=

1,(x,y)∈[0,a)2,
b,(x,y)∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a],

b-
(x-a)(y-a)

b-a
,(x,y)∈[a,b]2,

0,(x,y)=(1,1),
a,其它,

■

■

■

—
—
——

—
—
——

是非平凡的特殊HP算子。
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例2
 

取0<b<a<1,则二元函数Vab:[0,1]2→[0,1]如下式:

Vab(x,y)=

0,(x,y)∈(a,1]2,
b,(x,y)∈[a,1]×[0,a]∪[0,a]×[a,1],

b+
(a-x)(a-y)

a-b
,(x,y)∈[b,a]2,

a,其它,

■

■

■

—
—
—
—
——

是非平凡的真HP算子。
由下面的例子可以看出,并不是所有的真模糊弱HP算子都是HP算子。
例3

 

设h∈(0,1),W:[0,1]2→[0,1]是由下式给出的二元函数,

W(x.y)=
0,(x,y)∈(h,1]2,

1,(x,y)∈[0,h)2,
h,其它。

■

■
■

——
——

显然,W 是真模糊弱HP算子,但不是HP算子。
如例1~3所示,所有模糊弱HP算子的集合和所有HP算子的集合是不同的集合,但它们具有非空交

集。因此,在讨论HP算子、模糊弱HP算子、模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子之间的关系

之前,必须先分析HP算子的结构。
命题2 设Vab:[0,1]2→[0,1]是平凡HP算子,则以下条件成立:
(1)

 

如果0=a<b<1,则对于任意的(x,y)∈[b,1]2,有Vab(x,y)=0;对于任意的(x,y)∈(0,b)

×(0,1]∪[b,1]×(0,b),有0≤Vab(x,y)≤b;对于任意的(x,y)∈{0}×[0,1]∪(0,1]×{0},有
Vab(x,y)=b。

(2)
 

如果0<a<b=1,则对于任意的(x,y)∈(a,1]2\{(1,1)},有a≤Vab(x,y)≤1;对于(x,y)

=(1,1),有Vab(x,y)=a;对于任意的(x,y)∈[0,a]×[0,1]∪(a,1]×[0,a],有Vab(x,y)=1。
(3)

 

如果0=b<a<1,则对于任意的(x,y)∈[0,a)2\{(0,0)},有0≤Vab(x,y)≤a;对于(x,y)

=(0,0),有Vab(x,y)=a;对于任意的(x,y)∈[a,1]×[0,1]∪[0,a)×[a,1],有Vab(x,y)=0。
(4)

 

如果0<b<a=1,则对于任意的(x,y)∈[0,b]2,有Vab(x,y)=1;对于任意的(x,y)∈(b,1)

×[0,1)∪[0,b]×(b,1),有
 

b≤Vab(x,y)≤1;对于任意的 (x,y)∈ {1}×[0,1]∪ [0,1)×{1},有

Vab(x,y)=b。
证明 根据定义5中HP算子的单调性及其边界条件性质即可得该结论成立。
图1给出平凡HP算子的结构。

  注:(a)
 

0=a<b<1;(b)
 

0<a<b=1;(c)
 

0=b<a<1;(d)
 

0<b<a=1。

图1 平凡HP算子的结构

Fig.1 Structures
 

of
 

the
 

trivial
 

HP
 

operators

由图1的结构分析可知以下结论成立。
命题3 HP算子是模糊Sheffer

 

stroke算子(模糊Peirce
 

arrow算子)当且仅当a=0且b=1(a=1且

b=0)。
命题4 设Vab:[0,1]2→[0,1]是非平凡HP算子,
(1)

 

如果0<a<b<1,则下述结论成立:1)
 

当 (x,y)∈ [a,1]×[0,a]∪ [0,a]×[a,1]时,有
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Vab(x,y)=b。

2)
 

当(x,y)∈[0,a)2时,b≤Vab(x,y)≤Vab(0,0);当(x,y)∈(a,b)×(b,1]时,有Vab(b,1)≤
Vab(x,y)≤b;当(x,y)∈[b,1]2 时,有Vab(1,1)≤Vab(x,y)≤a;当 (x,y)∈ (b,1]×(a,b)时,有

Vab(1,b)≤Vab(x,y)≤b。3)
 

存在模糊Sheffer
 

stroke算子H,使得Vab 在[a,b]2上由以下形式给出

Vab(x,y)=a+(b-a)H(x-a
b-a

,y-a
b-a

)。 (3)

(2)
 

如果0<b<a<1,则下述结论成立:1)
 

当 (x,y)∈ [0,a]×[a,1]∪ [a,1]×[0,a]时,有
Vab(x,y)=b。

2)
 

当(x,y)∈[0,b]2时,有a≤Vab(x,y)≤Vab(0,0);当(x,y)∈(b,a)×[0,b)时,有b≤Vab(x,

y)≤Vab(b,0);当(x,y)∈[0,b)×(b,a)时,有b≤Vab(x,y)≤Vab(0,b);当(x,y)∈(a,1]2时,有

Vab(1,1)≤Vab(x,y)≤b。3)
 

存在模糊Peirce
 

arrow算子P,使得Vab 在 [b,a]2 上由以下形式给出:

Vab(x,y)=b+(a-b)P(x-b
a-b

,y-b
a-b

)。

证 因为(2)的证明过程与(1)相似,所以在下面的证明中仅证明(1)。

1)
 

如果0<a<b<1,当(x,y)∈[a,1]×[0,a]时,有b=Vab(x,a)≤Vab(x,y)≤Vab(a,y)=
b,当(x,y)∈[0,a]×[a,1]时,有b=Vab(a,y)≤Vab(x,y)≤Vab(x,a)=b,即当(x,y)∈[a,1]×
[0,a]∪[0,a]×[a,1]时,Vab(x,y)=b。

2)
 

由定义5得:当(x,y)∈[0,a)2时,有b=Vab(a,a)≤Vab(x,y)≤Vab(0,0);当(x,y)∈(a,b)

×(b,1]时,有Vab(b,1)≤Vab(x,y)≤Vab(a,y)=b;当(x,y)∈[b,1]2时,有Vab(1,1)≤Vab(x,y)≤
Vab(b,b)=a;当(x,y)∈(b,1]×(a,b)时,有Vab(1,b)≤Vab(x,y)≤Vab(x,a)=b。

3)
 

对于任意x,y∈[0,1],定义二元函数H:[0,1]2→[0,1]如
 

H(x,y)=
Vab(a+(b-a)x,a+(b-a)y)-a

b-a
。 (4)

显然,H 的定义是良好的,根据定义5中的(V3)和(V4)易验证等式(4)满足定义1中的(H3),下面

仅需证明(H1)和(H2)。
(H1)

 

任取x1,x2,y∈[0,1],使得x1≤x2,则a+(b-a)x1≤a+(b-a)x2。由定义5中的(V1)
得,Vab(a+(b-a)x1,a+(b-a)y)≥Vab(a+(b-a)x2,a+(b-a)y),不等式两边同时除b-a得,

H(x1,y)≥H(x2,y)。
(H2)

 

该证明过程与(H1)相似。最后,容易验证由等式(4)给出的H(x,y)满足等式(3)。
图2给出非平凡HP算子的结构。

  注:(a)
 

0<a<b<1;
 

(b)
 

0<b<a<1。

图2 非平凡HP算子的结构

Fig.2 Structures
 

of
 

the
 

non-trivial
 

HP
 

operators

2.2 HP算子与相关算子之间的关系。
本小节主要讨论HP算子与模糊弱HP算子、模糊Sheffer

 

stroke算子、模糊Peirce
 

arrow算子之间的
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关系。
首先,定义以下符号:、 NT 、 T 分别表示所有HP算子构成的集合、所有非平凡HP算子构成的集合

和所有平凡HP算子构成的集合; S 、 P 、 分别表示所有特殊HP算子构成的集合、所有真HP算子构

成的集合和所有模糊弱HP算子构成的集合; 、 分别表示所有模糊Sheffer
 

stroke算子构成的集合和所

有模糊Peirce
 

arrow算子构成的集合。
根据HP算子的结构可以直接得出以下结论。
命题5 以下关系式成立: = NT ∪ T ; ∪ ⊈ T ; NT= S∪ P ; ∩ T= ∪ ; ∩

NT = S。
例4取0=a<b<1,V:[0,1]2→[0,1]是二元函数,表达式如

V(x,y)=
0,x,y∈(0,b)×[b,1]∪[b,1]×(0,1]
b,其它。{

显然,V既不是模糊Sheffer
 

stroke算子H,也不是模糊Peirce
 

arrow算子P,但它是平凡HP算子,因
此 ∪ ⊈ T。

图3给出HP算子与模糊弱HP算子、模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子之间的关系。

图3 HP算子与模糊弱HP算子、
模糊Sheffer

 

stroke算子、模糊

Peirce
 

arrow
 

算子之间的关系

Fig.3 Relationships
 

between
 

the
 

HP
 

operator,
 

fuzzy
 

weak
 

HP
 

operator,
 

fuzzy
 

Sheffer
 

stroke
 

operator,
 

and
 

fuzzy
 

Peirce
 

arrow
 

operator

3 非平凡HP算子的构造和刻画

本节将主要研究非平凡HP算子的构造和刻画。

3.1 非平凡HP算子的构造

在本小节中,将主要通过一些特殊的二元函数和一元函数,给
出非平凡HP算子的两种构造方法。

命题6 设a,b∈(0,1),其中a≠b,m,n:[0,1]2→[0,1]
是二元函数,对于任意的x,y∈[0,1],则如下定义的二元函数

V*
ab(x,y)=

m(x,y)
m(x,y)+n(x,y)

, (5)

是非平凡HP算子,其中m,n满足以下条件:1)
 

m 是递减的二元

函数;2)
 

n是递增的二元函数;3)
 

如果x=a或y=a,则m(x,y)

=b,n(x,y)=1-b;4)
 n(b,b)
m(b,b)=

1-a
a

;5)
 

对于任意的x,y∈

[0,1],有m(x,y)+n(x,y)≠0。
证 首先,因为条件5),所以V*

ab 的定义是良好的。其次,定义5中的(V3)能够直接通过条件3)得出。
(V2)的证明与(V1)是相似的,所以仅需要证明V*

ab 满足定义5中的(V1)和(V4)。
(V1)

 

任取x1,x2,y∈[0,1],x1≤x2。由条件1)和2)得,m(x1,y)≥m(x2,y)且n(x1,y)≤n(x2,

y)。因此,

m(x1,y)n(x2,y)≥m(x2,y)n(x1,y)⇒m(x1,y)[m(x2,y)+n(x2,y)]≥m(x2,y)[m(x1,y)+
n(x1,y)]⇒V*

ab(x1,y)≥V*
ab(x2,y)。

(V4)
 

将(b,b)点代入等式(5),根据条件4)通过简单计算易验证,V*
ab(b,b)=a

例5 取a=0.4,b=0.6,在闭区间[0,1]上的二元函数

m(x,y)=

0.6,(x,y)∈[0,0.4]×[0.4,1]∪[0.4,1]×[0,0.4],

max{0,0.6-
(x-0.4)(y-0.4)

0.2
},(x,y)∈(0.4,1]2,

1- xy,(x,y)∈[0,0.4)2,

■

■

■

—
——
—
—

和
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n(x,y)=

0.4,(x,y)∈[0,0.4]×[0.4,1]∪[0.4,1]×[0,0.4],

1-max{0,0.6-
(x-0.4)(y-0.4)

0.2
},(x,y)∈(0.4,1]2,

xy,(x,y)∈[0,0.4)2,

■

■

■

—
——
—
—

满足命题6中的1)~5),使得V*
ab(x,y)=

m(x,y)
m(x,y)+n(x,y)

是非平凡HP算子。

定义6 设a,b∈(0,1),其中a≠b,函数Mab:[0,1]→[0,1]被称为弱自同构函数,如果Mab 是递增

的,Mab(a)=a且Mab(b)=b。
命题7 设a,b∈(0,1),其中a≠b,函数Mab:[0,1]→[0,1]是弱自同构函数,Vab:[0,1]2→[0,1]

是HP算子,则二元函数V
Mab
ab (x,y)=Mab(Vab(x,y))是HP算子。

证 由定义6很容易验证V
Mab
ab (x,y)=Mab(Vab(x,y))满足定义5中(V1)~(V4)。

例6 取a=0.2,b=0.8,在闭区间[0,1]上的二元函

Mab(x)=
1.2x-0.04,0.2<x≤0.5,
0.8x+0.16,0.5<x≤0.8,
x,其它,

■

■
■

——
——

Vab(x,y)=
0.8,(x,y)∈[0,0.2]×[0,1]∪(0.2,1]×[0,0.2],

0.6,(x,y)∈(0.2,0.8)2,
0.2,其它,

■

■
■

——
——

满足命题7中的条件,所以V
Mab
ab (x,y)=Mab(Vab(x,y))是HP算子。

3.2 非平凡HP算子的刻画

在本小节中主要针对a<b和a>b两种不同的情况完成非平凡HP算子的刻画。
定理1 设a,b∈(0,1),其中a<b,则以下结论是等价的:
(1)

 

二元函数Vab:[0,1]2→[0,1]是非平凡HP算子;
(2)

 

存在二元函数m,n:[0,1]2→[0,1],对于任意的x,y∈[0,1],使得

Vab(x,y)=a+(b-a) m(x,y)-a
m(x,y)+n(x,y)+b-a-1

, (6)

式中m,n满足以下条件:1)
 

m(b,b)=a;2)
 

如果x=a或y=a,则n(x,y)=1-b;3)
 

对于任意的x,y

∈[0,1],有bm(x,y)+an(x,y)≥a;4)
 

对于任意的x,y∈[0,1],有n(x,y)≥b-1
1-a

(m(x,y)-1);

5)对于任意的x,y∈[0,1],有m(x,y)+n(x,y)>1+a-b;6)
 

对于任意的x1,x2,y∈ [0,1],有

m(x1,y)[n(x2,y)+b-1]+a[n(x1,y)-n(x2,y)]≥m(x2,y)[n(x1,y)+b-1],其中x1≤x2;7)
对于任意的x,y1,y2∈[0,1],有m(x,y1)[n(x,y2)+b-1]+a[n(x,y1)-a[n(x,y1)-n(x,y2)]≥
m(x,y2)[n(x,y1)+b-1],其中y1≤y2。

此外,Vab 是真HP算子当且仅当m(1,1)≠a
b
(1-n(1,1))或m(0,0)≠a-1

1-bn
(0,0)+1。

证 (1)⇒(2)取二元函数m,n:[0,1]2→[0,1],对于任意的x,y∈[0,1],令m(x,y)=Vab(x,y)且
n(x,y)=

 

1-Vab(x,y)显然,m 和n的定义是良好的且Vab 的表达式为等式(6)。1)与2)的证明可直接由

定义5中(V4)和(V3)以及等式(6)通过简单计算得出,接下来只需证明m 和n满足条件3)~7)。

3)
 

对于任意的x,y ∈ [0,1],有bm(x,y)+an(x,y)=bVab(x,y)+a(1-Vab(x,y))=(b-
a)Vab(x,y)+a≥a。

4)
 

因为0<a<b<1,所以-1<b-1
1-a<0

。因此,对于任意的x,y∈[0,1],有b-1
1-a

(m(x,y)

-1)=b-1
1-a

(Vab(x,y)-1)≤-(Vab(x,y)-1)=n(x,y)。
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5)
 

对于任意的x,y∈[0,1],有m(x,y)+n(x,y)=Vab(x,y)+1-Vab(x,y)=1>1+a-b。
6)

 

任取x1,x2,y∈[0,1]且x1≤x2,由定义5的 (V1)得:(b-a)Vab(x1,y)≥ (b-a)Vab(x2,

y)⇒Vab(x1,y)[b-Vab(x2,y)]+a[Vab(x2,y)-Vab(x1,y)]≥Vab(x2,y)[b-Vab(x1,y)]⇒m(x1,

y)[n(x2,y)+b-1]+a[n(x1,y)-n(x2,y)]≥m(x2,y)[n(x1,y)+b-1]。

7)
 

证明过程与6)相似。
(2)⇒(1)首先,对于任意的x,y∈[0,1],由条件5)得,m(x,y)+n(x,y)+b-a-1>0。其次,

由条件3)和4)易验证0≤Vab(x,y)≤1,因此,Vab 的定义是良好的。下面根据条件2)和1),通过简单计

算易证明等式(6)满足定义5中的(V3)和(V4)。(V1)与(V2)证明相似,因此,下面仅证明(V1)。
任取x1,x2,y∈[0,1],其中x1≤x2,由条件6)得

 

m(x1,y)[n(x2,y)+b-1]+a[n(x1,y)-n(x2,

y)]≥m(x2,y)[n(x1,y)+b-1]⇒[m(x1,y)-a][m(x2,y)+n(x2,y)+b-a-1]≥[m(x2,y)-
a][m(x1,y)+n(x1,y)+b-a-1]⇒Vab(x1,y)≥Vab(x2,y)。

最后,根据定义5中真HP算子的定义和等式(6)得

Vab 是真HP算子⇔m(0,0)≠a-1
1-bn

(0,0)+1或m(1,1)≠a
b
(1-n(1,1))。

定理2 设a,b∈(0,1),其中a>b,则以下结论是等价的,
(1)

 

二元函数Vab:[0,1]2→[0,1]是非平凡HP算子;
(2)

 

存在两个二元函数m,n:[0,1]2→[0,1],对于任意的x,y∈[0,1],使得

Vab(x,y)=a-(a-b) m(x,y)+a-1
m(x,y)+n(x,y)+a-b-1

,

式中m,n满足以下条件:1)
 

m(b,b)=1-a;2)
 

如果x=a或y=a,则n(x,y)=b;3)
 

∀x,y∈[0,1],

有bm(x,y)+an(x,y)≥b;4)
 

∀x,y∈[0,1],有m(x,y)≥a-1
b-1

(1-n(x,y));5)
 

∀x,y∈[0,1],

有m(x,y)+n(x,y)>1+b-a;6)
 

∀x1,x2,y∈[0,1],有m(x1,y)[n(x2,y)-b]-(a-1)[n(x1,

y)-n(x2,y)]≤m(x2,y)[n(x1,y)-b],其中x1≤x2;7)
 

∀x,y1,y2∈[0,1],有m(x,y1)[n(x,y2)

-b]-(a-1)[n(x,y1)-n(x,y2)]≤m(x,y2)[n(x,y1)-b],其中y1≤y2。

此外,Vab 是真HP算子当且仅当m(1,1)≠1-a
bn(1,1)或m(0,0)≠a-1

1-bn
(0,0)+1-a

1-b
。

证 该证明过程与定理1相似。

4 一些 NT 子集上的代数结构

在本节中,将给出 NT 的某些子集 ab = ab∈ NT{ a,b∈(0,1)且a<b}上的两个二元运算Δ,

▲,并 证 明 一 定 条 件 下 ( ab,Δ)形 成 半 群,( ab,▲)形 成 可 交 换 幺 半 群。对 于 *
ab =

ab∈ NT{ a,b∈(0,1)a>b}的情况是类似的,因此不再赘述。
 

4.1 一些 NT 子集上的半群结构

在本小节中,给出一种由给定的非平凡HP算子和聚合算子A 生成非平凡HP算子的方法,这种方法

使得子集 ab 构成半群。
定义7[18] 二元函数A[0,1]2→[0,1]被称为聚合算子,如果它是递增的且满足A(0,0)=0,A(1,1)

=1。称元素x∈[0,1]为A 的幂等元,如果A(x,x)=x。
定义8 设V1

ab,V2
ab∈ ab,A[0,1]2→[0,1]是以a,b为幂等元的聚合算子,函数V1

abΔV2
ab:[0,1]2→

[0,1]定义为(V1
abΔV2

ab)(x,y)=A(V1
ab(x,y),V2

ab(x,y)),x,y∈[0,1]。
命题8 由定义8所定义的函数V1

abΔV2
ab 是非平凡HP算子,即V1

abΔV2
ab∈ ab。

证 由聚合算子A 的单调性和幂等元性质易验证V1
abΔV2

ab 满足定义5中的(V1)~(V4)。
定理3 若A:[0,1]2→[0,1]是具有结合性的且以a,b为幂等元的聚合算子,则(ab,Δ)是半群。
证 由命题8得,Δ是子集 ab 上的封闭二元运算。因为聚合函数A 具有结合性所以对于任意的x,y
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∈[0,1]易证,((V1
abΔV2

ab)ΔV3
ab)(x,y)=(V1

abΔ(V2
abΔV3

ab))(x,y),即Δ在 ab 上满足结合性,所以(ab,

Δ)是半群。
 

注2 (ab,Δ)是可交换半群当且仅当A 满足交换性。

4.2 一些 NT 子集上的幺半群结构

本小节给出一种特殊的生成非平凡HP算子的方法,该方法使子集 ab 构成可交换幺半群。为此,首先

回忆一些关于一致零模的概念和结论,在此假设读者已熟悉三角模,三角余模、一致模、零模的相关概念。
定义9[19] 设G:[0,1]2→[0,1]是可交换二元算子,对于0≤a1≤b≤a2≤1,{a1,a2}b 被称为G的

2-单位元,如果满足:当x≤b时,G(a1,x)=x;当x≥b时,G(a2,x)=x。
定义10[19] 称二元算子G:[0,1]2→[0,1]为2-一致模,如果G 有2-单位元{a1,a2}b 且满足交换性、

结合性和递增性。
定义11[20] 一致零模是具有2-单位元{a,1}b 的2-一致模,其中b是闭区间[a,1]上的零元。
注意,一致零模推广了一致模和零模。对于具有2-单位元{a,1}b 的一致零模G,当b=1时,G 是一致

模;当a=0时,G是零模;当a=0且b=1时,G是三角余模;当a=b=0或a=b=1时,G是三角模。当

0<a<b<1时,我们称具有2-单位元{a,1}b 的一致零模是真一致零模。
定义12[20] 设G:[0,1]2→[0,1]是具有2-单位元{a,1}b 的真一致零模,对于任意的x,y∈[0,1],

定 义 算 子:T1(x,y)= G(ax,ay)
a

;S(x,y)= G(a+(b-a)x,a+(b-a)y)-a
b-a

;T2(x,y)=

G(b+(1-b)x,b+(1-b)y)-b
1-b

;U(x,y)=G(bx,by)
b

;F(x,y)=G(a+(1-a)x,a+(1-a)y)-a
1-a

。

定理4[19-20] 设G:[0,1]2→[0,1]是真一致零模,其中T1,S,T2,U,F由定义12给出,则T1和T2是

三角模,S是三角余模;U 是一致模,单位元为a
b
;F 是零模,零元为b-a

1-a
。

定理4指出[0,a]2,[a,b]2,[b,1]2,[0,b]2 和 [a,1]2 上的真一致零模的结构分别与三角模,三角余

模,三角模,一致模和零模密切相关。我们将T1、T2分别称为G 的基础左下三角模、右上三角模,S、U 和

F分别称为G的基础三角余模、一致模和零模。真一致零模的基础一致模和零模享有共同的基础三角余模。
对于真一致零模的其余部分结构如下。

定理5[20] 设G:[0,1]2→[0,1]是真一致零模,则
(1)

 

当x≤a≤y≤b或y≤a≤x≤b时,min(x,y)≤G(x,y)≤max(x,y);
(2)

 

当a≤x≤b≤y或a≤y≤b≤x时,G(x,y)=b;
(3)

 

当x≤a≤b≤y或y≤a≤b≤x时,min(x,y)≤G(x,y)≤b。
在接下来的内容中,我们将用Gab 表示具有2-单位元{a,1}b 的真一致零模。图4给出真一致零模的结

构。

图4 真一致零模的结构

Fig.4 Structure
 

of
 

the
 

proper
 

uni-nullnorm

定义13 设V1
ab,V2

ab ∈ ab,Gab:[0,1]2 → [0,1]是真一致零模,函数

V1
ab▲V2

ab:[0,1]2→[0,1]定义如下:
(V1

ab▲V2
ab)(x,y)=Gab(V1

ab(x,y),V2
ab(x,y)), x,y∈[0,1]。

因为真一致零模Gab 是递增的结合的且满足Gab(a,a)=a,Gab(b,b)=b
的聚合函数,所以由命题8可得V1

ab▲V2
ab∈ ab。

定理6 (ab,▲)是幺半群,其中,0<a<b<1,单位元如下:

Vie
ab(x,y)=

b,(x,y)∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a],
a,(x,y)∈(a,1]2,

1,(x,y)∈[0,a)2。

■

■
■

——
—— (7)

证 由定理3知 (ab,▲)是半群,因此只需证单位元性质。取 ab ∈
Vab,对于任意的x,y∈[0,1],有
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(Vie
ab▲Vab)(x,y)=Gab(Vie

ab(x,y),Vab(x,y))

  =

Gab(b,b),(x,y)∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a],

Gab(a,Vab(x,y)),(x,y)∈(a,1]2,

Gab(1,Vab(x,y)),(x,y)∈[0,a)2。

■

■

■

——
——

  =
b,(x,y)∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a],
Vab(x,y),{

  =Vab(x,y)。
注2 (1)

 

因为Vie
ab(1,1)=a≠0,所以由等式(7)给出的非平凡HP算子Vie

ab 是真HP算子。
(2)

 

因为真一致零模具有可交换性所以(ab,▲)是可交换幺半群。
对于任意的a,b∈(0,1)且a≠b,定义φ表示所有递增双射φ:[0,1]→[0,1]的集合,其中φ(a)=a,

φ(b)=b。在下文中,引入了φ-共轭的概念。
定义14 假设φ∈φ,F:[0,1]2→[0,1]是二元函数,称函数(F)φ(x,y)=φ-1(F(φ(x),φ(y))),x,

y∈[0,1]为F 的φ-共轭。若对于任意的φ∈φ,有(F)φ=F,则称F 是自共轭的。
下面给出自共轭的真一致零模的一个具体例子。
例7 对于任意x,y∈[0,1],二元函数Gab:[0,1]2→[0,1]表达式如下:

Gab(x,y)=
b,(x,y)∈[a,b]×(b,1]∪(b,1]×[a,b],

max(x,y),(x,y)∈[a,b]2∪(a,b]×[0,a),
min(x,y),其它。

■

■
■

——
——

显然,Gab 是自共轭的真一致零模。
对于任意的φ∈φ,容易验证(Vab)φ∈ ab。下面用 SC 表示所有自共轭的非平凡HP算子的集合,记

ab
SC = SC ∩ ab。

命题9 对任意的a,b∈(0,1),若Gab:[0,1]2→[0,1]是自共轭的真一致零模,则 ab
SC 是(ab,▲)的

子幺半群。
证 首先证明 ab

SC 关于▲的运算是封闭的。取V1
ab,V2

ab∈ ab
SC 且φ∈Φ,对于任意的x,y∈[0,1],有

        (V1
ab▲V2

ab)φ(x,y)=φ-1((V1
ab▲V2

ab)(φ(x),φ(y)))

=φ-1(Gab(φ((V1
ab)φ(x,y)),φ((V2

ab)φ(x,y))))

=
 

(Gab)φ(V1
ab(x,y),V2

ab(x,y))

=(V1
ab▲V2

ab)(x,y)。
此外,

        (Vie
ab)φ(x,y)=φ-1(Vie

ab(φ(x),φ(y)))

=
φ-1(b),(φ(x),φ(y))∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a]

φ-1(a),(φ(x),φ(y))∈(a,1]2

φ-1(φ(1)),(φ(x),φ(y))∈[0,a)2

■

■
■

——
——

=
b,(x,y)∈[0,a]×[a,1]∪[a,1]×[0,a]

a,(x,y)∈(a,1]2

1,(x,y)∈[0,a)2

■

■
■

——
——

=Vie
ab(x,y)。

因此, ie
ab∈ ab

SC ⊈ ab。所以 ab
SC 是(ab,▲)的子幺半群。

5 结论与展望

本文围绕模糊逻辑算子体系的拓展与统一展开研究,主要通过分析模糊Sheffer
 

stroke算子和模糊

Peirce
 

arrow算子的边界特性,找到了二者可兼容的边界条件,进而提出HP算子的概念。这一概念的引入
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并非简单的算子组合,而是构建了一个能够将两种模糊算子同时纳入的统一理论框架。证明了非平凡HP
算子在[a,b]2([b,a]2)上的结构与模糊Sheffer

 

stroke算子(模糊Peirce
 

arrow算子)密切相关。同时,讨
论了HP算子、模糊弱HP算子、模糊Sheffer

 

stroke算子和模糊Peirce
 

arrow算子之间的关系,还分别给出

了非平凡HP算子的两种构造和等价刻画。最后,给出了某些非平凡HP算子集上的一些代数结构。从理

论层面看,HP
 

算子的提出进一步丰富了模糊逻辑算子的理论体系,同时,非平凡HP算子的结构分析、构造

方法与代数结构研究,也为后续模糊算子的理论创新提供了可借鉴的研究框架。从应用层面看,HP算子为

模糊控制领域提供了更具灵活性的算子选择空间。
尽管本文对HP算子的基础理论作了一定的研究,但仍存在可进一步拓展的方向:其一,可探索HP算

子与其它模糊逻辑系统(如直觉模糊逻辑、区间值模糊逻辑)的融合路径,将HP算子的定义从[0,1]2 论域

拓展至直觉模糊数、区间值模糊数的论域,进一步扩大其理论覆盖范围;其二,可深化HP算子的应用研究,
结合具体工程场景(如工业温度控制、机器人路径规划),设计基于HP算子的模糊控制算法,并通过实验验

证其控制性能优于传统算子的优势。
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