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摘要 作为普通压缩态的推广,利用复杂的演化算符作用到真空态,在理论上提出一类含三个参数的

广义压缩态,并根据亚泊松分布、光子数分布、纠缠熵与维格纳分布函数来探究它们的非经典特性。研

究表明,相比普通压缩态,当三个参数取某些特定值时,新的广义压缩态具有更为显著的亚泊松分布、
纠缠性和压缩特性。
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Abstract As
 

an
 

extension
 

of
 

ordinary
 

squeezed
 

states,
 

a
 

class
 

of
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

with
 

three
 

parameters
 

is
 

theoretically
 

proposed
 

by
 

acting
 

a
 

complex
 

evolution
 

operator
 

on
 

vacuum,
 

and
 

their
 

nonclas-
sical

 

properties
 

are
 

explored
 

based
 

on
 

the
 

sub-Poisson
 

distribution,
 

photon
 

number
 

distribution,
 

entangle-
ment

 

entropy,
 

and
 

Wigner
 

distribution
 

function.
 

The
 

results
 

show
 

that,
 

compared
 

to
 

ordinary
 

squeezed
 

states,
 

the
 

new
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

exhibit
 

more
 

significant
 

sub-Poisson
 

distribution,
 

entangle-
ment,

 

and
 

squeezing
 

characteristics
 

when
 

the
 

three
 

parameters
 

take
 

certain
 

specific
 

values.
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0 引言

自从Stoler根据纯态下的量子理论提出压缩相干态以来,压缩态的相关理论备受关注。这是因为压缩

态噪声是量子光学中通过压缩技术重新分配光场噪声分布的一种现象,它突破了经典极限,让光场在特定方

向上的噪声低于真空水平,从而提升测量精度。因此,压缩态在多个光学领域具有重要应用,如光通信[1],精
密测量[2],量子计算[3-4]等。

双模压缩态由双模压缩算符作用在真空态上得到,其核心特征是两模之间存在强量子关联,表现为正交

分量噪声的“一压一扩”。例如,两模的正交振幅分量(如,和或差)噪声被压缩,而另一正交分量噪声相应增
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加,但总噪声仍满足海森堡不确定性关系。目前研究发现,双模压缩态可以显著提高灵敏度干涉仪的相位估

计,也可以高效实现纠缠蒸馏与量子时域成像等[5-6]。因此,许多产生双模压缩态的可行技术方案被陆续提

出,如四波混频技术[7]和参数下转换过程[8]等。此外,双模压缩态还可以看作是实现量子信息处理的理想纠

缠资源,从而帮助实现一些特定的量子信息任务,如量子隐形传态[9]、密钥分发[10]和计量学[11]等。
作为普通双模压缩态的推广,本文利用一个复杂的演化算符,提出一种含有三参数的新型广义压缩态,

并通过研究亚泊松分布,光子数分布,纠缠熵以及维格纳分布函数来探查它们的非经典特性。其主要内容安

排如下:在第1节中,把演化算符作用到真空上获得含有三参数的广义压缩态。在第2节中,借助亚泊松分

布和光子数分布研究新压缩态的量子统计性质。第3节重点介绍如何利用von
 

Neumann熵来描述新广义

压缩态的量子纠缠。在第4节中,利用维格纳分布函数来揭示新广义压缩态的非经典性。最后,第5节给出

一些主要结论。

1 含有三参数的广义压缩态

在玻色算符实现下,SU(1,1)李代数的生成算符分别为k+=a†b†,k-=ab和kz=a†a+b†b+1  /2,这
里a,b分别为双模光场的玻色湮灭算符,而k±,kz 则遵循SU(1,1)李代数关系 k-,k+  =2kz 以及

kz,k±  =±k± ,
 

这样可引入一个演化算符[12]

u=e-hexpc1k+  exp2kzlnc2  exp-c3k-  , (1)
它在形式上与普通的压缩算符相同,其中参数c1,c2,c3和D 分别为

c1= g
DcothD-h

,c2=
DsechD

D-htanhD
,c3=

k
DcothD-h

,D=± h2-gk , (2)

可见,压缩程度决定于三个实参数h,k和g。注意到,“+”和“-”情况对应于相似的数值结论,故仅考

虑“+”的情况。因此,把式(1)中压缩算符作用到双模真空|0,0>,可得一种含有三参数h,k和g的新型广

义压缩态,其具体形式表示如下:

|u>=N
-1
2c2e-hexpc1a†b†  |0,0>=∑

�

n=0

c2e-hcn
1

N
|n,n>, (3)

其归一化因子为N=∑
�

n=0c
2
2e-2hc2n1 。

显然,令h=0,
 

g=k且D= -g2 ,算符u则可被改写为

u'=expd1k+  exp2kzlnd2  exp-d1k-  , (4)

其中d1= -1tanh -g2 和d2=sech -g2 ,这样可给出普通压缩态的表达式

|u'>=∑
�

n=0

d2dn
1

N'
|n,n>, (5)

式中归一化因子N'=∑
�

n=0d
2
2d2n1 。

2 量子统计性质

亚泊松分布和光子数分布是揭示量子态统计性质的可靠且常用工具。在这一小节,将要讨论广义压缩

态|u>的亚泊松分布和光子数分布,并揭示参数h,k和g对其非经典特性的影响。

2.1 亚泊松分布

对于广义压缩态|u>而言,可通过Mandel
 

Q-因子

Qi=Δni/<ni>-1, (6)
来讨论其亚泊松分布,这里Δni=<n2i>-<ni>2,其中ni=i†ii=a,b  为i模的粒子数算符[13]。需要注

意的是,Qi<0表示态|u>具有亚泊松分布。利用式(3),可以计算如下平均值:

<n2a>=<n2b>=∑
�

n=0

n2c22e-2hc2n1
N

,
 

<na>=<nb>=∑
�

n=0

nc22e-2hc2n1
N

, (7)
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显然,对于态|u>来说,a模与b模的Mandel
 

Q-因子是相同的,这也意味着它们的亚泊松分布规律也

是相同的,故只考虑Qa 的情况。

  注:参数(h,k)的取值分别为:(0,
 

0.2)
 

(黄色虚线),
 

(0.2,
 

0.2)
 

(黑色实线),
 

(0.2,
 

0.5)
 

(蓝色实线),
 

(0.2,
 

0.7)
 

(红色虚线),
 

(0.5,
 

0.2)
 

(棕色虚线),
 

(0.7,0.2)
 

(绿

色实线)。

图1 含有三参数的新广义压缩态的Mandel
因子Qa 在不同参数h,

 

k下随参数g的变化曲线

Fig.1 The
 

changes
 

of
 

the
 

Mandel
 

factors
 

Qa
 of

 

the
 

new
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

with
 

the
 

parameter
 

g
 

for
 

different
 

values
 

of
 

h
 

and
 

k

在图1中,相比于普通压缩态|u'>,对于给定的参数

g,态|u>的Mandel因子Qa 有更好的负性,且随着参数h
和k的增加,其负性会越来越显著。对于较大的参数g,态

|u>呈现出亚泊松分布,且随着h和k的增加,能呈现亚泊

松分布所对应的g的取值范围逐渐增大。对于参数h和k
的任何值,Qa 随着参数g 的增加而单调减小,并最终趋近

于-1,即增大参数g会导致Qa 有更好的负性。此外,参数

h,k对Qa 的变化规律有着相同的影响,然而相比于参数

h,参数k对Qa 的负性影响更大。

2.2 光子数分布

对于态|u>,光子数分布 <na,nb|u>2 表示在态

|u>中发现 na,nb  光子的概率。事实上,光子数的振荡

行为可以作为判断光场是否存在非经典特征的信号[14-15]。
利用式(3),可知态|u>的光子数分布函数为

Pna,nb  =
c22e-2hc

2na
1

N'' δna,nb
, (8)

其中N''=∑
�

na=0c
2
2e-2hc

2na
1 。清晰可见,态|u>的光子数

分布受约束条件δna,nb
的限制,这就意味着光子数只会出现在相空间对角线的位置。

  注:参数(h,k,g)的取值分别为:(a)
 

(0,0.2,0.2),
 

(b)
 

(0.9,0.2,0.2),
 

(c)
 

(0.9,0.7,0.2),
 

(d)
 

(0.9,0.2,0.3)。

图2 双模福克空间中含有三参数的新广义压缩态的光子数分布

Fig.2 Photon
 

number
 

distributions
 

of
 

the
 

new
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

with
 

three
 

parameters
 

in
 

the
 

two-mode
 

Fock
 

space

在图2中,对于参数h,k和g的任何值,光子仅仅分布于对角线位置,正如式(8)中的解析结果,这是由

于存在约束条件δna,nb
,使得分布函数Pna,nb  仅仅在其中几个 na,nb  上出现,而其他的都为零,即分

布函数Pna,nb  呈现出能代表态|u>具有非经典性的奇偶振荡特征。相比普通压缩态|u'>,态|u>的
光子会出现在粒子数更大的福克态上,而且光子数分布的最大概率会逐渐地降低。此外,随着参数k和g的

增加,也会出现相同的结果,但参数g对光子数分布Pna,nb  会产生更为显著的影响。

3 纠缠熵

对于双模关联量子态|φ>,它的施密特分解式为|φ>=∑n=1cn|αn>a|βn>b,这里|αn>a,|βn>b 为相

互正交的量子态,cn 为正实数,则其von
 

Neumann
 

(纠缠)熵为[16-17]

E |φ>ab  =-trρalnρa  =-∑
n=1

c2nlog2c2n, (9)

它可描述量子态|φ>的纠缠特性,这里ρa=trb|φ>abab<φ|  .
 

根据态|u>的施密特分解,可知其纠缠熵为
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E=-∑
�

n=0

c22e-2hc2n1
N log2

c22e-2hc2n1
N

。 (10)

  注:参数(h,k)的取值分别为:(0,0.2)
 

(黄色虚线),
 

(0.

2,0.2)
 

(黑色实线),
 

(0.2,0.5)
 

(蓝色实线),
 

(0.2,0.7)
 

(红

色虚线),
 

(0.5,0.2)
 

(棕色虚线),
 

(0.7,0.2)
 

(绿色实线)。

图3 含有三参数的新广义压缩态的纠缠熵

在不同参数h,
 

k下随参数g的变化曲线

Fig.3 Entanglement
 

entropies
 

of
 

the
 

new
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

with
 

three
 

parameters
 

as
 

a
 

function
 

of
 

the
 

parameter
 

g
 

for
 

different
 

values
 

of
 

h
 

and
 

k

在图3中,对于参数h和k的任意值,纠缠熵总是先增

加,并达到几乎相同的最大值,然后再减小,而且随着g 的

增加最终趋于零。随着参数h,k的增加,纠缠熵的最大值

向参数g更小值的方向移动,而且纠缠熵值逐渐趋近于零。
然而,参数g比参数k对纠缠熵有着更明显的影响。此外,
在某一g值范围内,随着参数h和k的增加,态|u>有着比

普通压缩态|u'>更大的纠缠熵。总之,参数h,k和g在某

些合适的取值范围内,态|u>才会展现出较强的纠缠特性。

4 维格纳分布函数

维格纳分布函数的量子干涉和部分负性可用于表征量

子态的非经典性,故在量子物理中具有非常重要的应用。
这一小节计划去讨论态|u>的维格纳分布函数。为此,引
入连续变量纠缠态[18,19]

|η>=exp-12η 2+ηa†-η*b†+a†b†  |0,0>, (11)
η是复数,可表示为η=η1+iη2。基于双模粒子数态|m,n>,可以把态|η>展开为

|η>=e- η 2/2∑
�

m,n=0

-1  nHm,n η,η*  

m!n!
|m,n>, (12)

这里利用了双变量埃尔米特多项式Hm,n(x,y)的产生函数

exp-st+sx+ty  =∑
�

m,n=0

smtn

m!n! Hm,n x,y  。 (13)

为了导出态|u>的维格纳分布函数,充分利用双模维格纳算符的纠缠态|η>表示[19-20]

Δζ,σ  =∫d
2η

π3 |ζ-η><ζ+η|eησ*-η*σ, (14)

这里σ,ζ均为复数。事实上,当σ=α+iβ* 且ζ=α-iβ* 时,算符Δζ,σ  可写为单模维格纳算符Δ(α)和
Δβ  的直积形式。利用式(3)和(12),给出内积

<η|u>=
e- η 2/2c2e-h

N ∑
�

n=0

-c1  nHn,n η*,η  
n!

。 (15)

这样,利用式(14)和(15),可得到态|u>的维格纳分布函数

W ζ,σ  =
c22e-2he- ζ 2

N ∑
�

n,m=0

-c1  n+m

m!n!∫d
2η
π3

 

Hn,n ζ*+η*,ζ+η  

×Hm,m ζ-η,ζ*-η*  exp-η 2+ησ*-η*σ  。
(16)

进一步,利用微分方程Hm,n x,y  =∂m
s∂nte-st+sx+ty

s=t=0以及数学积分公式[21,22]

∫d
2α
πe

ζ α 2+ξα+ηα* =-1
ζ
exp-ξη

ζ  , 

Reζ<0, (17)

因此有

W ζ,σ  =
c22e-2he- ζ 2- σ 2

π2N ∑
�

n,m=0

-c1  n+m

n! m! Hn,m ζ-σ,ζ*-σ*  Hn,m ζ*+σ*,ζ+σ  。 (18)

再利用两个不同双变量埃尔米特多项式的产生函数[23]

∑
�

m,n=0

smtn

m!n! Hm,nξ,η  Hm,n σ,κ  = 1
1-stexp

sξσ+tηκ-stξη-stσκ
1-st  , (19)
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可把维格纳函数W ζ,σ  简化为

W ζ,σ  =
c22e-2h

π2N 1-c21  exp
c1+1
c1-1ζ 2+

c1-1
c1+1

σ 2  。 (20)

显 然,W ζ,σ  函 数 为 正 定 的 高 斯 分 布,这 是 因 为 它 存 在 c21 < 1 和 指 数 项

exp
c1+1
c1-1ζ 2+

c1-1
c1+1

σ 2  。而且,无论参数g,h以及k取任何值,均存在压缩现象,这是因为 ζ 2和

σ 2的系数互为倒数,表现为朝着一个方向拉伸,必定朝着与之垂直的另一个方向压缩。

  注:参数(h,k,g)的取值分别为:
 

(a)
 

(0,0.2,0.2),(b)
 

(0.5,0.2,0.2),(c)
 

(0.5,2.5,0.2),(d)
 

(0.5,0.2,

0.4)。

图4 含有三参数的新广义压缩态在参数h,
 

k和g下的维格纳分布函数

Fig.4 Wigner
 

distribution
 

functions
 

for
 

the
 

new
 

generalized
 

squeezed
 

states
 

with
 

three
 

parameters
 

for
 

different
 

values
 

of
 

h,
 

k
 

and
 

g

在图4中,对于参数h,k和g的任意值,函数W ζ,σ  在相空间中总是存在一个向上的主峰,始终保持

高斯性和压缩性,如式(20)
 

所示的解析结果,且态|u>表现出的压缩性比普通压缩态|u'>更强。特别地,
相比参数h和k,参数g可以导致态|u>拥有更强的压缩。因此,为了获得更强的压缩,增加g值是一种更

有效的方法,因为它可以导致态|u>在相位空间中沿σ方向明显拉伸。
现在讨论维格纳函数W ζ,σ  在ζ-σ相空间中的边缘分布。在整个相空间中,把维格纳算符Δζ,σ  

作为积分函数,分别对变量σ和ζ进行积分,得到π∫d2σΔζ,σ  =|η><η|η=ζ以及π∫d2ζΔζ,σ  =|υ><υ|υ=σ,

其中态|υ>=e
-12 ϑ 2+ϑa†+ϑ*b†-a†b†

|00>是与态|η>共轭的另一纠缠态。因此,利用式(15),可得到函数

W ζ,σ  在ζ-方向的边缘分布

Pζ  =
c22e-2he- ζ 2

πN ∑
�

n=0

-c1  nHn,n ζ*,ζ  
n!

2
, (21)

类似于推导式(21),得到函数W ζ,σ  在σ-方向的边缘分布

Pσ  =
c22e-2he- σ 2

πN ∑
�

n=0

cn
1Hn,n σ*,σ  

n!
2
, (22)

这里利用了态|υ>在双模福克态空间中的展开式

|υ>=e- υ 2/2∑
�

m,n=0

Hm,n υ,υ*  

m!n!
|m,n>。 (23)

根据式(21)和(22),图5展示了在参数h,k和g 取不同值情况下,维格纳函数W ζ,σ  的边缘分布函

数Pζ  和Pσ  。
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  注:参数(h,k,g)的取值分别为:(0,0.2,0.2)
 

(黄色虚线),
 

(0.4,0.2,0.2)
 

(黑色实线),
 

(0.4,0.9,0.2)
 

(蓝色实线),
 

(0.4,0.2,0.3)
 

(红色虚线),
 

(0.7,0.2,0.2)
 

(棕色虚线)。

图5 参数h,
 

k和g取不同值时维格纳分布函数在ζ-σ相空间中的边缘分布

Fig.5 Marginal
 

distributions
 

for
 

the
 

Wigner
 

distribution
 

functions
 

in
 

the
 

ζ-σ
 

phase
 

space
 

for
 

some
 

different
 

values
 

of
 

h,
 

k
 

and
 

g

在图5中,对于参数h,k和g的任何值,边缘分布函数Pζ  [或者Pσ  ]始终展示出向上的主峰,并
关于Reζ=0[或者Reσ=0]呈轴对称分布。特别地,随着参数Reζ和Reσ的增加,它们总是从零开始增加,
然后在达到最大值后,再减小到零。另一方面,相比普通压缩态|u'>,随着参数h,k和g的增加,态|u>的
Pζ  分布函数在Reζ=0附近较大,而分布函数Pσ  在Reσ=0附近较小。而且,相比参数h,k,参数g
对分布函数Pζ  和Pσ  会产生更大的影响。

5 结论

本文通过对双模真空上作用一个复杂的演化算符,引入了一类含有三参数的广义压缩态,并研究了它们

的亚泊松分布、光子数分布、纠缠熵和维格纳分布函数。研究结果表明,在给定参数g 值时,相比普通压缩

态,广义压缩态的Mandel因子Qa 具有更好的负性,且随着参数h和k值的增加,Qa 的负性会更为ζσ显著。
与三个参数无关,光子数分布仅出现在对角线上,并呈现出代表广义压缩态具有非经典性的奇偶振荡特征。
而且,在三个参数合适的取值范围内,广义压缩态的纠缠程度显著增强。

此外,广义压缩态比起普通压缩态有着更强的压缩性,而且相比于参数h和k,参数g会导致更强的压

缩。由于含有三参数的广义压缩态具有更强的压缩性和纠缠性,故它可能会成为一种新型的纠缠资源,并可

能在量子信息的理论和实验方面提供一些具体应用。
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