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摘要 非线性阻尼振动系统是一类重要的非线性系统,广泛出现于控制系统、电路系统、机械系统和其他工

程学科中的非线性动力学系统中,其周期解的存在性对系统的稳定性以及控制设计有重要影响。本文研究

N 维状态空间上具有周期位势的二阶非线性阻尼振动系统,首先,利用极小极大原理得到非线性阻尼系统

有至少N+1个几何相异的周期解,然后,当系统的周期解都是非退化的时候,利用Morse理论分析系统的

拓扑结构,推断几何相异的周期解的数量至少为2N。
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Abstract 
 

Nonlinear
 

damping
 

vibration
 

system
 

is
 

an
 

important
 

type
 

of
 

nonlinear
 

system,
 

widely
 

appearing
 

in
 

control
 

systems,
 

circuit
 

systems,
 

mechanical
 

systems
 

and
 

other
 

engineering
 

disciplines
 

in
 

nonlinear
 

dy-
namic

 

systems.
 

The
 

existence
 

of
 

periodic
 

solutions
 

has
 

a
 

significant
 

impact
 

on
 

the
 

stability
 

and
 

control
 

de-
sign

 

of
 

the
 

system.
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

second-order
 

nonlinear
 

damping
 

vibration
 

system
 

with
 

periodic
 

po-
tential

 

in
 

N
 

dimensional
 

state
 

space
 

is
 

studied.
 

Firstly,
 

the
 

minimax
 

principle
 

is
 

used
 

to
 

obtain
 

that
 

the
 

nonlinear
 

damping
 

system
 

has
 

at
 

least
 

N+1
 

geometrically
 

distinct
 

periodic
 

solutions.
 

Then,
 

when
 

the
 

pe-
riodic

 

solutions
 

of
 

the
 

system
 

are
 

all
 

non
 

degenerate,
 

the
 

Morse
 

theory
 

is
 

used
 

to
 

analyze
 

the
 

topological
 

structure
 

of
 

the
 

system
 

and
 

infer
 

that
 

the
 

number
 

of
 

geometrically
 

distinct
 

periodic
 

solutions
 

is
 

at
 

least
 

2N .
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0 引言

非线性阻尼振动系统是一类含有阻尼项的非线性系统,这类系统在控制系统、电路系统、机械系统和其
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他工程学科中广泛存在[1-3],如考虑粘滞摩擦力的质量-弹簧系统,m 连杆机器人的非线性动力学问题等。与

线性阻尼振动系统相对比,非线性阻尼振动系统的输入和输出行为更加复杂和多样化。非线性阻尼振动系

统的控制方法包括反馈控制、非线性控制、自适应控制、能量整形控制和神经网络控制等,其目的是实现系统

的稳定性和优化目标,在机器人、航空航天和机械系统等领域应用广泛。在非线性阻尼振动系统的轨道中,
周期解是一类非常重要的轨道,这类轨道的存在对系统的稳定性有重要影响,并对系统的控制设计有重要的

意义[4-6]。
近几十年来有关阻尼振动系统的周期解的存在性被广泛研究.

 

许多作者利用变分方法证明了阻尼振动

系统的周期解的存在性和多重性[7-18]。文献[7]建立了阻尼振动系统的变分结构,并利用变分方法证明了一

类凸位势条件下阻尼振动系统周期解的存在性。此后,人们在各种位势条件下研究了非线性阻尼振动系统

周期解的存在性和多重性。文献[8]利用极小极大方法证明了超二次位势条件下阻尼振动系统周期解的存

在性。文献[9-10]通过运用变形的喷泉定理得到了阻尼振动系统在渐近二次位势和超二次位势条件下无穷多

个周期解的存在性。文献[11]又运用变分法得到二阶阻尼振动系统在次二次位势条件下的无穷多个周期

解。
本文通过极小极大方法和拓扑方法中的Morse理论研究N 维状态空间上的非线性阻尼振动系统在周

期位势条件下的周期解的存在性。在过去的四十年里,许多作者利用拓扑方法研究了具有周期位势的哈密

顿系统的周期解的存在性[19-23]。然而,据本文作者所知,具有周期位势的阻尼振动系统的周期解的存在性

之前尚未被研究。本文将采用处理周期位势哈密顿系统的一些技巧来研究具有周期位势的非线性阻尼振动

系统,主要贡献为:利用群不变泛函的极小极大原理得到了具有周期位势的非线性阻尼振动系统至少有N
+1个几何相异的周期解,进一步,如果系统的周期解都是非退化的,利用Morse理论得到系统至少有2N 个

几何相异的周期解。

1 预备知识

本节给出文中需要用到的群不变泛函和Morse理论的相关定义和命题。首先介绍群不变泛函的相关

概念和结论。
定义1[23] 令G 是Banach空间X 的离散子群,并且π:X→X/G是典型满射。如果X 的子集A 满足

π-1(π(A))=A,则称A 是G 不变的。如果定义在X 上的泛函f 满足对于任意的u∈X 和g∈G 都有

f(g(u))=f(u),则称f是G 不变的的泛函。
如果可微泛函φ:X →R是G 不变的,那么φ'也是G 不变的。因此,如果u是φ 的一个临界点,那么

π-1(π(u))是φ 的一组临界点,这组临界点被称为φ 的临界轨道。
定义2[23] 如果G 不变泛函φ满足:X 中任意满足条件φ(uk)有界并且φ'(uk)→0的序列 uk  ,序

列{π(uk)}有一个收敛的子序列,那么称φ 满足(PS)G 条件。

命题1[23] 假设G不变泛函φ∈C1(X,R),并且满足(PS)G 条件。如果φ是下方有界的泛函,由G生

成的空间的维数N 是有限的,那么φ 至少有N+1个临界轨道。
下面介绍Morse理论的一些概念和结论。令M 是一个C2类的黎曼流形,φ∈C2(M,R)是M 上的泛

函。用Hq(A,B)表示系数在域 上的拓扑对(A,B)的第q个奇异相对同调群。

定义3[21] 令φ 的一个孤立的临界点u满足φ(u)=c,那么φ 在u处的临界群为

Cq(φ,u):=Hq(φc,φc\{u}), q∈Z,

式中φc={u∈M|φ(u)≤c}。
命题2[21] 令M 是Hilbert空间上的一个C2类黎曼流形,令u是φ∈C2(M,R)的一个Morse指标为

k的非退化的临界点,则有Cq(φ,u):=δq,k ,n=0,1…。

定义4[21] 如果泛函φ满足:M 中任意满足条件φ(uk)有界并且φ'(uk)→0的序列 uk  ,序列 uk  
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有一个收敛的子序列,那么称φ 满足(PS)条件。
命题3[21] 令M 是一个C2 类的完备黎曼流形,令φ ∈C2(M,R)。 如果满足3个条件:(1)

 

φ 满足

(PS)条件;(2)
 

φ 在M 上下方有界;(3)
 

φ 只有有限个临界点u1,u2,…,uk,而dimCq(φ,ui)对于每个q都

是有限的并且对充分大的q 为0,那么就有一个系数是非负整数的多项式Q(t),使得∑
㜲

q=0
∑
k

i=1
dimCq(φ,

ui)tq=∑
㜲

q=0
dimHq(M,∅)tq+(1+t)Q(t)。

2 主要结果及变分框架

本文研究下列二阶非线性阻尼振动系统

ü(t)+q(t)̇u(t)=Hu(t,u(t)),t∈R,

u(0)-u(T)=̇u(0)-̇u(T)=0, (1)

式中H(t,u)=H(t,u1,u2,…,uN)∈C2(R×RN,R)关于时间t是T 周期的并且关于每一状态变量ui 是

Ti 周期的(其中T>0,Ti>0,1≤i≤N ),q(t)u
·(t)是阻尼项,q(t)∈L1

loc(R,R)是T 周期的并且满

足∫
T

0
q(s)ds=0。令 ei  N

i=1是RN 上的标准基,系统(1)的两个周期解u和v如果满足u≠v(modTiei)(

1≤i≤N ),则称它们为几何相异的周期解。
下面陈述本文的主要结果。
定理1 假设:(H1)

 

存在h∈L1([0,T],R),使得|H(t,u)|+ Hu(t,u)≤h(t)成立;(H2)
 

存在

Ti>0,1≤i≤N,使得H(t,u+Tiei)=H(t,u),1≤i≤N,那么系统(1)至少有N+1个几何相异的

周期解;如果系统(1)的周期解都是非退化的,那么系统(1)至少有2N 个几何相异的周期解。
下面介绍系统(1)的变分框架。

 

定义L2=L2([0,T],RN),
 

令H1
T ={u:[0,T]→RN ∣u(0)=u(T)

且u
·
∈L2}是一般的Hilbert空间,其中u绝对连续,对于任意的u,v∈H1

T,其标准内积为

<u,v>0=
 

∫
T

0
[(u
·(t),v

·(t))+(u(t),v(t))]dt,

空间H1
T 对应的范数定义为 u 0=(∫T0(|u

·(t)|2+|u(t)|2)dt)
1
2, ∀u∈H1

T。令Q(t)=
 

∫t0q(s)ds,定义

<u,v>=
 

∫
T

0
eQ(t)[(u

·(t),v
·(t))+(u(t),v(t))]dt,∀u,v∈H1

T,且 u =(∫
T

0
eQ(t)(|u

·(t)|2+|u(t)|2)dt)
1
2,

∀u∈H1
T。由于q在R上局部Lebesgue可积,故Q 是连续函数,因此存在c1和c2使得

c1<eQ(t)<c2,t∈ 0,T  , (2)

由(2)可知模 · 等价于H1
T 上通常的模 · 0,并且H1

T 紧嵌入C([0,T],RN)。定义H1
T 上的泛函J 为

J(u)=12∫
T

0
eQ(t)|u

·(t)|2dt+∫
T

0
eQ(t)H(t,u(t))dt,

则泛函J在H1
T 上连续可微并且J的临界点是系统(1)的一个周期解[7]。

3 主要结果的证明

本节将运用命题1和命题3证明定理1。令H1
T 上的离散子群为G={∑

N

i=1
kiTiei ∣ki∈Z,1≤i≤

N},其中Ti 是条件(H2)中的正数。通过条件 (H2)可知,J 是G 不变的泛函.
 

现在证明泛函J 满足

(PS)G 条件。
引理1 假设(H1),(H2)成立,则J满足(PS)G 条件。

证 令H1
T 上的序列 uk  满足:
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对某个C>0有 J(un)≤C,
 

当n→ 㜲时,J'(un)→0。 (3)
接下来证明序列 π(un)  有一个收敛的子列。通过(H2),(2)和(3),得

C≥J(un)=
1
2∫

T

0
eQ(t)|u

·
n(t)|2dt+∫

T

0
eQ(t)H(t,un(t))dt

≥
c1
2∫

T

0
|u
·
n(t)|2dt-c2∫

T

0
h(t)dt,

(4)

这表明对于某个常数C2,有

‖u
·
n‖L2 ≤C2。 (5)

令un=􀭵un+u
~

n,式中􀭵un=1T∫
T

0
un(t)dt。存在唯一的kni∈ℤ,1≤i≤N,使得

(􀭵un,ei)-kniTi∈[0,Ti), 1≤i≤N。 (6)
通过Wirtinger不等式,得

‖u
~

n‖≤C1, ∀n∈Z+。 (7)

设􀭵u0n=((􀭵un,e1)-kn1T1,…,(􀭵un,eN)-knNTN),且

vn=􀭵u0n+u
~

n, (8)

那么vn 是[un]∈H1
T/G 的一个表示,且有

对某个c>0有|J(vn)|≤c,
 

且当n→ 㜲时,
 

J'(vn)→0。 (9)
现在证明vn 有一个收敛的子序列。

通过式(5),(6)和(7)可知vn 在H1
T 上有界,因此存在v∈H1

T 使得

在H1
T 上,

 

vn⇀v, (10)

在L2上,
 

vn →v, (11)
且

vn(t)在[0,T]上一致收敛于v(t),
 

(12)
式中“⇀”表示弱收敛,“→”表示强收敛。那么通过式(10)和(11),可知当n→ 㜲时,

<J'(vn)-J'(v),vn-v>→0。 (13)
注意到由式(2)可得

<J'(vn)-J'(v),vn-v>=
 

∫
T

0
eQ(t)|v

·
n-v

·
|2dt+∫

T

0
eQ(t)(Hu(t,vn)-Hu(t,v),vn-v)dt

≥c1∫
T

0
|v
·
n-v

·
|2dt-c2∫

T

0
|Hu(t,vn)-Hu(t,v)||vn-v|dt。

(14)

通过式(12),可以得到

lim
n→㜲∫

T

0
|Hu(t,vn)-Hu(t,v)||vn-v|dt=0。 (15)

由式(13)~(15)可知,在L2上,
 

v
·
n→v

·。因此,结合式(11),可得在H1
T 上vn→v的结论。引理1证明毕。

下文证明了本文的主要结果。
定理1的证明

 

第一步
 

证明系统(1)有至少N+1个几何相异的周期解。首先,证明J是H1
T 上的下方有

界的泛函。通过(H2),对于所有的u∈H1
T,都有

J(u)≥12∫
T

0
eQ(t)|u

·(t)|2dt-C1, (16)

式中C1是一个与u无关的常数。因此,J是H1
T 上的下方有界的泛函。于是,

 

通过引理1和命题1可知,

泛函J至少有N+1个临界轨道,从而系统(1)至少有2N 个几何相异的周期解。
第二步

 

证明系统(1)的周期解都是非退化,也即泛函J在其临界点的二阶导算子都是有界可逆时,其至
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少有2N 个几何相异的周期解。可以自然地将J定义为流形M=TN×H
~
1
T 的泛函,其中TN 是N 维环面,而

H
~
1
T ={u∈H1

T:∫
T

0
u(t)dt=0}。由引理1可知,在H1

T 上J满足(PS)G 条件,这说明J在M 上满足(PS)条

件。不失一般性,可以假设J只有有限个临界点u1,…,ul,通过命题3可知,存在一个非负整系数的多项式

Q(t),
 

使得

∑
㜲

q=0
∑
l

i=1
dimCq(J,ui)tq=∑

㜲

q=0
dimHq(M,∅)tq+(1+t)Q(t)。 (17)

注意到TN 是M 的一个强形变收缩核。利用奇异同调群的同伦不变性和代数拓扑一个经典结果可知

Hq(M,∅)≅Hq(TN,∅)=
Cq
N,1≤q≤N,

0,q>N, (18)

式中Cq
N 是组合数。因此

dimHq(M,∅)=
Cq

N,1≤q≤N,

0,q>N, (19)

因为J的临界点都是非退化的,通过命题2可知

Cq(J,ui)=δq,ki
, 1≤i≤l, (20)

式中ki 是ui 的Morse指标。因此,对每个1≤i≤l,都有

dimCq(J,ui)=
1,q=ki,

0,q≠ki。 (21)

然后,通过式(17),(19)和(21)可得

∑
l

i=1
t

ki =∑
N

q=0
Cq

Ntq+(1+t)Q(t), (22)

在式(22)中取t=1,注意到多项式Q(t)有非负整数的系数,可得

l≥∑
N

q=0
Cq

N =2N, (23)

这表明泛函J在M 上至少有2N 个临界点。因此,系统(1)至少有2N 个几何相异的周期解。

4 结论

本文用变分法研究了二阶非线性阻尼振动系统在周期位势条件下的周期解的存在性。首先证明系统的

泛函J满足(PS)G 条件,并且J是H1
T 上的下方有界的泛函,从而利用G不变泛函的多重临界点定理得到

了系统至少存在N+1个几何相异的周期解;若系统的周期解都是非退化的,利用Morse理论可以证明系统

至少存在2N 个几何相异的周期解。这一研究对于分析系统的稳定性、震荡控制和能量优化等方面具有一定

的意义。在今后将进一步研究二阶非线性阻尼振动系统的稳定性问题。
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