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两类不确定单摆系统的确信可靠性分析

赵云鹏,刘利英

(聊城大学
 

数学科学学院,山东
 

聊城
 

252059)

摘要 确信可靠性理论是一种有效的小样本数据系统可靠性分析工具。本文提出了确信可靠函数和确信可

靠寿命两类确信可靠性指标,并分别研究了对数效用不确定时变摆模型和时间偏移不确定时变摆模型。首

先,基于对数效用函数,构建了对数效用不确定时变摆模型,并推导出其确信可靠函数的解析表达式,同时给

出了确信可靠寿命的计算公式和数值算法。其次,将单摆系统的噪声建模为线性时间偏移噪声,提出了时间

偏移不确定时变摆模型,推导出其确信可靠函数的计算公式,并给出数值求解方法。数值算例表明这两类确

信可靠性指标能够有效衡量这两类不确定单摆系统的可靠性,为不确定性系统的小样本可靠性分析提供了

新的理论依据和计算工具。
关键词 不确定微分方程;确信可靠性;不确定单摆方程;不确定逆分布函数
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Abstract Belief
 

reliability
 

theory
 

has
 

proven
 

to
 

be
 

an
 

effective
 

tool
 

for
 

analyzing
 

the
 

reliability
 

of
 

systems
 

with
 

small
 

sample
 

data.
 

This
 

paper
 

investigates
 

uncertain
 

pendulum
 

systems
 

and
 

introduces
 

two
 

belief
 

reliability
 

metrics:
 

belief
 

reliability
 

function
 

and
 

belief
 

reliability
 

lifetime.
 

Two
 

models
 

are
 

studied:
 

the
 

logarithmic
 

utility
 

uncertain
 

time-varying
 

pendulum
 

model
 

and
 

the
 

linear
 

time-shift
 

uncertain
 

time-varying
 

pendulum
 

model.
 

Firstly,
 

based
 

on
 

the
 

logarithmic
 

utility
 

function,
 

the
 

logarithmic
 

utility
 

uncertain
 

time-
varying

 

pendulum
 

model
 

is
 

constructed,
 

and
 

an
 

analytical
 

expression
 

for
 

its
 

belief
 

reliability
 

function
 

is
 

derived.
 

The
 

computational
 

formulas
 

and
 

numerical
 

algorithms
 

for
 

the
 

belief
 

reliability
 

lifetime
 

are
 

also
 

provided.
 

Second,
 

the
 

noise
 

in
 

the
 

pendulum
 

system
 

is
 

modeled
 

as
 

linear
 

time-shift
 

noise,
 

and
 

the
 

linear
 

time-shift
 

uncertain
 

time-varying
 

pendulum
 

model
 

is
 

proposed.
 

The
 

computational
 

formula
 

for
 

its
 

certainty
 

reliability
 

function
 

is
 

derived,
 

and
 

a
 

numerical
 

solution
 

method
 

is
 

introduced.
 

Numerical
 

examples
 

demon-
strate

 

that
 

these
 

two
 

certainty
 

reliability
 

metrics
 

effectively
 

measure
 

the
 

reliability
 

of
 

uncertain
 

pendulum
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systems.
 

This
 

study
 

provides
 

new
 

theoretical
 

foundations
 

and
 

computational
 

tools
 

for
 

reliability
 

analysis
 

of
 

uncertain
 

systems
 

with
 

small
 

sample
 

data.
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0 引言

单摆系统作为动力学研究的经典模型,在振动测量校准、惯性导航系统优化、机械动态特性表征及能量

收集装置设计等领域具有重要应用价值。鉴于单摆系统的实际应用高度依赖其动力学特性,对其运动规律

的理论研究始终是学术界关注的重点。随着现代科技对精度要求的提高和应用场景的复杂化,单摆系统的

可靠性已成为关键问题。传统单摆模型通常假设摆长、摆球质量和重力加速度等参数为固定值,但在实际环

境中,这些参数可能受到外界影响而变化。这种变化表明,系统的稳定性不仅依赖初始条件,更与不确定因

素密切相关。
单摆系统受到大量的不确定因素影响,为了应对这些不确定性,一些学者尝试将概率论引入单摆方程的

研究。1965年,Feynman[1]提出了一种由维纳过程驱动的随机单摆方程,这一模型使随机振动成为振动动

力学的重要组成部分。从那时起,许多研究者对这一方程展开了深入研究[2-5]。维纳过程虽然是连续的随机

过程,却是非Lipschitz连续的随机过程。Liu[7]提出了Lipschitz连续的Liu过程用来对随时间变化的不确

定变量进行建模,这为不确定理论的发展做出了重要的贡献。随着不确定测度、不确定过程,Liu过程等数

学概念的提出,不确定理论逐渐被学者们广泛应用于具有不确定因素的事件中。在不确定理论中,不确定过

程以全序集为指标,主要用于描述某些不确定现象的动力学行为。在过去的几年中,学者们将其应用于各种

研究,如不确定微分方程[8-9],金融数学[10-11],统计[12-14],可靠性分析[15]。Qiu等[6]考虑了含不确定因素的单

摆方程,并运用
 

Liu
 

过程对其进行描述,还研究了不确定单摆方程稳定性以及极值问题。
在可靠性分析领域,学者们主要关注可靠性工程模型的研究方法[16]。除了偶然不确定性[17],系统的可

靠性还可能受到因认知不足[18]引发的不确定性影响。Zeng等[19]提出,在分析不确定系统的可靠性时,需要

同时考虑偶然不确定性和认知不确定性。随后,Kang等[20-21]提出了确信可靠性的概念,并在研究中系统的

考虑了这两类不确定性。Tian等[22]研究了不确定热传导系统中的首达时问题,并基于此提出了确信可靠函

数和确信可靠寿命的定义。基于上述针对不确定系统所提出的方法,本文针对两类不确定单摆系统进行确

信可靠函数和确信可靠寿命分析,并给出了数值算法去求解复杂单摆系统的确信可靠性,最后通过数值例子

验证不确定复杂单摆系统确信可靠性的有效性。
本文剩余部分介绍如下。第1节介绍了不确定单摆方程的基础知识,不确定理论的部分知识以及不确

定单摆系统确信可靠性的知识。第2节给出了对数效用不确定时变摆系统和线性时间偏移不确定时变摆系

统的确信可靠函数的计算公式,并针对计算公式设计了相应的数值算法、开展数值实验。第3节提出了对数

效用不确定单摆系统的确信可靠寿命的计算公式,并针对计算公式设计了相应的数值算法、开展数值实验。
第4节给出了本文的结论。

1 预备知识

1.1 不确定单摆方程

根据具有独立平稳增量性质的Lipschitz连续Liu过程,Qiu等[6]给出了小角度下不确定单摆系统的方

程

d2θt

dt2 =-glsinθt-c
ml
dθt

dt+1mlK
(t,Ct

·),

θt|t=0=
 

θ0,

θ
·
t|t=0=

 

θ
·
0,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

式中m 表示为摆球的质量,l表示摆绳长度,θ表示的摆动期间与垂直方向的偏差角(以弧度测量),以及由
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g表示的重力加速度,由c表示的阻尼系数(常数),Ct 是Liu过程,Ct
·

=dCt/dt。令g
l =

 

ω2,cml=2h,

1
mlK

(t,Ct
·)=F(t,Ct

·),则不确定单摆方程可表示为

d2θt

dt2 +ω2sinθt+2h
dθt

dt=F(t,Ct
·),

θt|t=0=
 

θ0,

θ
·
t|t=0=

 

θ
·
0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(1)

Qiu等[6]在h>ω,h=ω以及h<ω三种情况下证明了不确定单摆系统的方程解的存在性定理。

当h>ω时,不确定单摆系统的方程解为θt=(12θ0+
θ0
·
+hθ0

2
 
h2-ω2

)exp(-ht+t
 
h2-ω2)+(12θ0-

θ0
·
+hθ0

2
 
h2-ω2

)exp(-ht-t
 
h2-ω2)+ 1

2
 
h2-ω2∫

t

0

exp( (t-s)(-h+
 
h2-ω2))-exp((t-s)(-h-

 
h2-ω2)))F(s,Cs

·)ds。

当h=ω时,不确定单摆系统的方程解为θt=(θ0+(θ0
·
+hθ0)t)exp(-ht)+∫

t

0

(t-s)exp(-h(t-

s))F(s,Cs
·)ds。

当h<ω时,不确定单摆系统的方程解为θt=
 

θ0exp(-ht)cos(t
 
ω2-h2)+

2θ0
·
+hθ0

 
ω2-h2

exp(-ht)sin(t

 
ω2-h2)+ 1

 
ω2-h2∫

t

0

exp(-h(t-s))sin((t-s)
 
ω2-h2)F(s,C

·
s)ds。

1.2 不确定单摆系统的确信可靠性

基于文献[24]提出的不确定热传导系统的确信可靠性定义及性质,下面给出不确定单摆系统的确信可

靠性定义。
定义1 设θt是不确定单摆方程的解,n是给定的失效阈值。当系统首次达到失效阈值n时,则首达时

τn 是一个不确定变量,并且首达时τn 可以被定义为τn=inf{t≥0|θt=n}。

定义2 设θt 是不确定单摆方程的解,ψ-1
t (α)是解对应的不确定逆分布函数,G(x)是一个单调递增

的函数,则首达时τn 有不确定分布函数

V(T)=
1-inf{α∈(0,1)|sup

0≤t≤T
G(ψ-1

t (α))≥n},
 

if
 

n>G(θ0),

sup{α∈(0,1)|inf
0≤t≤T

G(ψ-1
t (α))≤n},

 

if
 

n<G(θ0)。 
定义3 不确定单摆系统的确信可靠函数 RSP(T)被定义为系统正常运行的信度,可写作

Μ{sup
0≤t≤T

G(θ(t))≤n}。

定义4 不确定单摆系统的确信可靠函数可以表示为RSP(T)=inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T

G(ψ-1
t (α))≥n},

并且V(T)+RSP(T)=1。
定义5 不确定单摆系统的确信可靠寿命可以表示为[τn]sup(β)=sup{T|RSP(T)≥β}。

2 不确定复杂单摆系统的确信可靠函数

2.1 对数效用不确定时变摆系统的确信可靠函数

对于方程(1),令F(t,Ct
·)改写为a+Ct

·,我们可以得到一种效用函数不确定时变摆系统
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d2θt

dt2 +ω2sinθt+2h
dθt

dt=a+Ct
·,

θt|t=0=0,

θt
·
|t=0=0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

根据文献[6],小角度下不确定单摆方程的解可分为三种情况:h>ω,h=ω,h<ω。本文将介绍h>
ω和h=ω两种情况的确信可靠函数。此外,将不确定时变摆系统的效用函数G(θ(t))设为对数函数,则可

得到对数效用不确定时变摆系统,即令G(θ(t))=ln(θ(t))。

定理1
 

当h>ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠函数为RSP(T)=
exp(z)
1+exp(z)

,式中

z=
 3π(aexp(T)-a+exp(n))

3exp(T)-3
。

证 根据文献[6]可知,当h>ω时不确定变摆方程的解为∫
t

0

exp(t-s)(a+C
·
s)ds。同时,不确定逆分

布函数为∫
t

0

aexp(t-s)+|exp(t-s)|φ-1(α)ds,其中φ-1(α)=
 3
πln

α
1-α

。

因此不确定逆分布函数可写为(exp(t)-1)(φ-1(α)+a)。注意到exp(t)-1≥0,当φ-1(α)+a<
0时,可得 sup

0≤t≤T
G(ψ-1

t (α))=G(ψ-1
0 (α))无意义,故不进行讨论。从而我们在I={α∈(0,1)|φ-1(α)+a≥

0}情况下进行讨论。且当α∈(0.5,1)时,φ-1(α)∈ 0,㜲  ,从而I≠ϕ。根据定义2,可得V(T)=1-
inf{α∈(0,1)|sup

0≤t≤T
G(ψ-1

t (α))≥n}=1-inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T
ln(exp(t)-1)(φ-1(α)+a)  ≥n}=1-

inf{α∈ (0,1)| (exp(T)-1)(φ-1(α)+a)≥ exp(n)}=1-inf{α ∈ (0,1)|ln α
1-α ≥

 3π(aexp(T)-a+exp(n))
3exp(T)-3

}。

令z=
 3π(aexp(T)-a+exp(n))

3exp(T)-3
,由定义4可以得到RSP(T)=

exp(z)
1+exp(z)

。定理证明完毕。

例1 令a=1,n=2,T=5
 

s。当h>ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)为0.87。
对数效用不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)与时间T 的关系如图1所示。

 

定理2 当h=ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠函数为RSP(T)=
exp(d)
1+exp(d)

,其中d=

 3πexp(n)h2
3(1-(1+hT)exp(-hT))-

 3πa
3
。

证 根据文献[6]可知,当h=ω时不确定变摆方程的解为∫
t

0

exp(-h(t-s))(t-s)(a+C
·
s)ds,同时,解

的不确定逆分布函数为∫
t

0

aexp(-h(t-s))(t-s)+|exp(-h(t-s))(t-s)|φ-1(α)  ds。

由于s∈ 0,t  ,从而t-s≥0。注意到exp(-h(t-s))≥0,从而解的不确定逆分布函数可被改写

为

∫
t

0

(a+φ-1(α))exp(-h(t-s))t-(a+φ-1(α))exp(-h(t-s))s  ds。

对于v1=∫
t

0

(a+φ-1(α))exp(-h(t-s))tds,令u=t-s,则有v1=(a+φ-1(α))t∫
t

0

exp(-hu)du=(a

+φ-1(α))texp
(-hu)
-h

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 t

0
=
(a+φ-1(α))(1-exp(-ht))t

h
。
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对于v2=∫
t

0

(a+φ-1(α))exp(-h(t-s))sds,令u=t-s,则有v2=a+φ-1α    ∫
t

0

exp(-hu)(t-u)du

=
 

v1- a+φ-1α    ∫
t

0

exp(-hu)udu,通过分部积分法,则

∫
t

0

exp(-hu)udu=
 -uexp(-hu)

h -exp
(-hu)
h2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 t

0
 

= -texp(-ht)
h -exp

(-ht)
h2  - 0-1h2  

 

=1-(1+ht)exp(-ht)
h2

。

因此解的不确定逆分布函数可写为ψ-1
t (α)=

(a+φ-1(α))(1-(1+ht)exp(-ht))
h2

。

显然ψ-1
t (α)是对t的函数,则ψ-1

t (α)关于t的导函数为(a+φ-1(α))texp(-ht),当0≤t≤T 时,

ψ-1
t (α)是关于t的单增函数。从而 sup

0≤t≤T
G(ψ-1

t (α))=G(ψ-1
T (α)),并且G(ψ-1

0 (α))<n,根据定义2,可得

V(T)=1-inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T

G(ψ-1
t (α))≥exp(n)}

=1-inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T

(a+φ-1(α))(1-(1+ht)exp(-ht))
h2 ≥exp(n)}

=1-inf{α∈(0,1)|
(a+φ-1(α))(1-(1+hT)exp(-hT))

h2 ≥exp(n)}

=1-inf{α∈(0,1)|ln α
1-α≥

 3πexp(n)h2
3(1-(1+hT)exp(-hT))-

 3πa
3
}。

从而由定义4可知RSP(T)=inf{α∈(0,1)|ln
α
1-α≥

 3πexp(n)h2
3(1-(1+hT)exp(-hT))-

 3πa
3
}。

令d=
 3πexp(n)h2

3(1-(1+hT)exp(-hT))-
 3πa
3
,则RSP(T)=

exp(d)
1+exp(d)

。定理证明完毕。

例2 令a=7,n=2,h=1以及T=5
 

s。当h=ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)
为0.78。对数效用不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)与时间T 的关系如图2所示。

图1 对数效用不确定时变摆系统的

确信可靠性与时间的关系

Fig.1 The
 

relation
 

of
 

RSP(T)
 

and
 

T

  

图2 对数效用不确定时变摆系统的

确信可靠性与时间的关系

Fig.2 The
 

relation
 

of
 

RSP(T)
 

and
 

T

2.2 线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠函数

对于方程(1),令F(t,Ct
·)改写为t+Ct

·,可以得到一种线性时间偏移不确定时变摆系统
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d2θt

dt2 +ω2sinθt+2h
dθt

dt=t+Ct
·,

θt|t=0=0,

θt
·
|t=0=0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

根据文献[6],本文将介绍h>ω和h=ω两种情况的确信可靠函数。此外,线性时间偏移不确定时变摆

系统的效用函数G(θ(t))被假设为线性函数,视作G(θ(t))=θ(t)。
定理3

 

当h>ω时,线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠函数为

RSP(T)=inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T

(exp(t)-1)(φ-1(α)+1)-t≥n}。

证 根据文献[6]知,当h>ω时线性时间偏移不确定时变摆方程的解为∫
t

0

exp(t-s)(s+C
·
s)ds。同时,

解的不确定逆分布函数为∫
t

0

sexp(t-s)+|exp(t-s)|φ-1(α)  ds,基于定理2的证明,从而可知上述解

的不确定逆分布函数可写为(exp(t)-1)(φ-1(α)+1)-t。根据定义4可得

RSP(T)=inf{α∈(0,1)|sup
0≤t≤T

(exp(t)-1)(φ-1(α)+1)-t≥n}。

定理证明完毕。
基于二分法给出计算可靠函数的算法如算法1所示。

Algorithm
 

1
 

The
 

algorithm
 

to
 

calculate
 

RSP(T)
 

of
 

the
 

linear
 

time-shift
 

system
 

related
 

with
 

h>ω

Input:
 

constants
 

n,T,
 

inverse
 

uncertainty
 

distribution
 

φ-1(α)
 

and
 

accuracy
 

ε

Output:
 

RSP(T)

1. initialize
 

α_low=0
 

and
 

α_high=1

2. while
 

|α_high-α_low|>ε
 

do

3. calculate
 

α_mid=(α_high+α_low)/2

4. define
 

f(t;α_mid)=(exp(t)-1)(φ-1(α_mid)+a)-t

5. derivative
 

f̓(t;α_mid)=exp(t)(φ-1(α_mid)+a)-1

6. solve
 

f̓(t;α_mid)=0,
 

get
 

t*=ln(1/(φ-1(α_mid)+a))

7. calculate
 

F_α_mid(T)

8. if
 

t*∈[0,T]:F_α_mid(T)=max(f(0;α_mid),f(t*;α_mid),f(T;α_mid))

9. else:
 

F_α_mid(T)=max(f(0;α_mid),f(T;α_mid))

10. if
 

F_α_mid(T)≥n:
 

α_high=α_low

11. else:
 

α_low=α_mid

12. return
 

RSP(T)=α_high

  基于上述算法,通过例子说明算法的有效性。
例3 令n=10,T=5

 

s和ε=1×10-6时。当h>ω时,线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠

性RSP(T)为0.185。线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)与时间T 的关系如图3所示。
定理4 当h=ω 时,线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠函数为RSP(T)=inf{α∈ (0,1)|

sup
0≤t≤T

(1-exp(-ht))(φ
-1(α)
h2 -2h3

)+t
h2
(1+exp(-ht))-φ-1(α)texp(-ht)

h ≥n}。

证 根据文献[6]知,当h=ω时线性时间偏移不确定时变摆方程的解为∫
t

0

[exp(-h(t-s))(t-s)(s+

C
·
s)]ds。同时,解的不确定逆分布函数为∫

t

0

[sexp(-h(t-s))(t-s)+|exp(-h(t-s))(t-s)|φ-1(α)]ds。

基于定理2的证明,解的不确定逆分布函数可表示为∫
t

0

[sexp(-h(t-s))(t-s)ds+φ-1(α)∫
t

0

exp(-h(t
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-s))(t-s)]ds,其中∫
t

0

exp(-h(t-s))(t-s)ds=1-(1+ht)exp(-ht)
h2

。

令u=t-s,则积分∫
t

0

sexp(-h(t-s))(t-s)ds可改写为∫
t

0

sexp(-h(t-s))(t-s)ds=∫
t

0

(tu-

u2)exp(-hu)du=t∫
t

0

uexp(-hu)du-∫
t

0

u2exp(-hu)du,已知t∫
t

0

uexp(-hu)du=t-t(1+ht)exp(-ht)
h2

,

则利用分部积分法可知

∫
t

0

u2exp(-hu)du=
 -u2exp(-hu)

h +2h∫
t

0
uexp(-hu)du􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 t

0
=2-2(1+ht)exp(-ht)-h2t2exp(-ht)

h3
。

因此线性时间偏移不确定时变摆方程的解的不确定逆分布函数可写为(1-exp(-ht))(φ
-1(α)
h2 -2h3

)

+t
h2
(1+exp(-ht))-φ-1(α)texp(-ht)

h
。 根据定义4可得RSP(T)=inf{α∈ (0,1)|sup

0≤t≤T
(1-exp(-

ht))(φ
-1(α)
h2 -2h3

)+t
h2
(1+exp(-ht))-φ-1(α)texp(-ht)

h ≥n}。

定理证明完毕。
基于二分法给出计算可靠函数的算法如算法2所示。

Algorithm
 

2
 

The
 

algorithm
 

to
 

calculate
 

RSP(T)
 

of
 

the
 

linear
 

time-shift
 

system
 

related
 

with
 

h=ω

Input:
 

constants
 

n,
 

h,
 

T,
 

inverse
 

uncertainty
 

distribution
 

φ-1(α)
 

and
 

accuracy
 

ε.

Output:
 

RSP(T).

1. Initialize
 

α_low=0,
 

α_high=1
 

and
 

RSP=Appropriate
 

value

2. The
 

value
 

range
 

0,1  
 

of
 

traversal
 

α

3. Scan
 

α∈(0,1)
 

using
 

dichotomy
 

or
 

fixed
 

step

4. define
 

F t,α  = 1-exp-ht    × φ-1α  × 2/h2+t/h2  +t/h2× 1+exp-ht      -φ-1α  ×exp-ht  /h

5. calculate
 

max_F =sup{F(t,α)|0≤t≤T}

6. when
 

max_F≥n:
 

renew
 

RSP=min(RSP,α)

7. if
 

α_max-α_min<ε:
 

return
 

RSP(T)

  基于上述算法,通过例子说明算法的有效性。
例4 令n=5

 

s,h=1,T=5和ε=1×10-6。当h=ω时,线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠

性RSP(T)为0.979。线性时间偏移不确定时变摆系统的确信可靠性RSP(T)与时间T 的关系如图4所示。

图3 线性时间偏移不确定时变摆系统的

确信可靠性与时间的关系

Fig.3 The
 

relation
 

of
 

RSP(T)
 

and
 

T

  

图4 线性时间偏移不确定时变摆系统的

确信可靠性与时间的关系

Fig.4 The
 

relation
 

of
 

RSP(T)
 

and
 

T
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3 对数效用不确定时变摆系统的确信可靠寿命

本节将介绍基于h>ω和h=ω两种情况下对数效用不确定时变摆模型的确信可靠寿命。
定理5 当 h >ω 时,对 数 效 用 不 确 定 时 变 摆 系 统 的 确 信 可 靠 寿 命 可 写 为 [τn ]sup(β)=

 

lnexp
(n)+φ-1(β)-a
φ-1(β)-a

。

证 根据定理1,可得RSP(T)=
exp(z)
1+exp(z)

,其中z=
 3π(aexp(T)-a+exp(n))

3exp(T)-3
。根据定义5可

知,确信可靠寿命[τn]sup(β)为[τn]sup(β)=sup{T|RSP(T)≥β}=sup{T| exp(z)
1+exp(z)≥β}=sup{T|z

≥ln β
1-β

}=sup{T | exp(n)
exp(T)-1 ≥φ-1(β)-a}=sup{T |T ≤lnexp

(n)+φ-1(β)-a
φ-1(β)-a

}=
 

lnexp
(n)+φ-1(β)-a
φ-1(β)-a

。定理证明完毕。

例5 令a=2,n=10以及β=0.5。当h>ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠寿命[τn]sup(β)
为9.307。对数效用不确定时变摆系统的确信可靠寿命[τn]sup(β)与给定的水平的关系β如图5所示。

定理6 当h=ω 时,对数效用不确定时变摆系统的确信可靠寿命可写为 [τn]sup(β)=sup{T|
exp(n)h2

φ-1(β)+a≥
(1+hT-h)(1-exp(-hT))}。

证 根据定理2,可知RSP(T)=
exp(d)
1+exp(d)

,其中d=
 3πexp(n)h2

3(1-(1+hT)exp(-hT))-
 3πa
3
。根据定

义5可知,确信可靠寿命为[τn]sup(β)=sup{T|RSP(T)≥β}=sup{T| exp(d)
1+exp(d)≥β}=sup{T|d≥

ln β
1-β

}=sup{T|exp
(n)h2

φ-1(β)+a≥
(1-(1+hT)exp(-hT))}。定理证明完毕。

基于二分法给出计算可靠函数的算法如算法3所示。

Algorithm
 

3
 

The
 

algorithm
 

to
 

calculate
 

[τn]sup(β)
 

of
 

the
 

logarithmic
 

utility
 

system
 

related
 

with
 

h=ω

Input:
 

constants
 

a,
 

n,T,
 

inverse
 

uncertainty
 

distribution
 

φ-1(α),
 

pre-give
 

level
 

β
 

and
 

accuracy
 

ε.

Output:
 

[τn]sup(β).

1. define
 

[τ1]sup(β)=sup{T ∣exp
(n)h2

φ-1(β)+a
≥(1-(1+hT)exp(-hT))}

2. let
 

Tmin=0,Tmax=1000

3. define
 

accuracy
 

ε

4. define
 

Tsup=0

5. loop
 

begin:
 

calculate
 

midpoint
 

Tmid=
Tmin+Tmax

2

6. calculate
 

left
 

side
 

LS=
exp(n)h2

φ-1(β)+a

7. calculate
 

right
 

side
 

RS=(1+hTmid-h)(1-exp(-hTmid))

8. if
 

LS≥RS:
 

renew
 

Tsup=
 

Tmid,
 

let
 

Tmin=
 

Tmid

9. else:
 

Tmax=
 

Tmid

10. when
 

Tmax-Tmin<ε:
 

exit
 

loop

11. return
 

[τ1]sup(β)=
 

Tsup

  基于上述算法,通过例子说明算法的有效性。
例6 令h=0.5,a=1,n=3,β=0.5和ε=1×10-6。当h=ω时,对数效用不确定时变摆系统的确信

可靠寿命[τn]sup(β)为34.5。对数效用不确定时变摆系统的确信可靠寿命[τn]sup(β)与给定的水平的关系
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β如图6所示。

图5 对数效用不确定时变摆系统的确信

可靠寿命与给定水平的关系

Fig.5 The
 

relation
 

of
 

[τn]sup(β)
 

and
 

β

  

图6 对数效用不确定时变摆系统的

确信可靠寿命与给定水平的关系

Fig.6 The
 

relation
 

of
 

[τn]sup(β)
 

and
 

β

4 结论

可靠性分析是研究不确定单摆系统在噪声影响下性能变化的重要内容之一。本文提出了两类不确定单

摆系统,即对数效用不确定时变摆模型和线性时间偏移不确定时变摆模型。为了评估两类不确定单摆系统

的可靠性,本文基于确信可靠函数和确信可靠寿命两类指标,对系统性能进行了系统性分析。研究中,分别

针对两类不确定单摆系统,推导了确信可靠函数的计算公式,并设计了相应的数值算法以开展数值实验。进

一步地,对对数效用不确定时变摆模型的确信可靠寿命展开研究,推导了计算公式,并设计了相应的数值算

法以开展数值实验。数值结果表明,确信可靠指标能够有效评估不确定单摆系统的性能,验证了本文方法的

适用性和有效性。
本文主要对复杂单摆系统的两类确信可靠性指标进行了分析,但缺乏引入合适的控制变量对这类可靠

性指标进行优化,以更好地服务于实际工程应用。未来学者可以基于这种情况继续进行研究。
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