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一类特殊延迟微分方程的数值振动性
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(广东工业大学 应用数学学院,广东 广州５１０００６)

摘　要　针对一类特殊的延迟微分方程Ｇ超前型分段连续微分方程,讨论了数值解的振动性.用θＧ方法对方

程进行离散,获得了数值方法保持方程解析解振动性的条件.同时,分别针对解析解和数值解,深入讨论了

动力学行为的四种不同状态.一些数值例子进一步验证了相应的结论.
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Abstract　ThispaperisconcernedwiththeoscillationofnumericalsolutionofaspecialkindofdelaydifＧ
ferentialequations:differentialequationswithpiecewisecontinuousargumentsofadvancedtype．TheθＧ
methodsareextendedtosolvethementionedequation,andtheconditionsfornumericalmethodsinherit
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０　引言

近年来,针对延迟微分方程数值解性质的研究受到了越来越多的关注[１Ｇ４],特别是对于具有分段连续自

变量的微分方程(differentialequationswithpiecewisecontinuousarguments,简写为 EPCA)[５Ｇ８].由于时

间整数函数在本质上就是延迟项,所以 EPCA 可被看作是一种特殊的延迟微分方程.文献[９,１０]和[１１,

１２]分别讨论了EPCA数值解的稳定性和振动性.同时,由于 EPCA 在结构上分别具有微分方程和差分方

程的特征,所以在现实生活中发挥了重要作用(见文献[１３Ｇ１６]),也使得对于EPCA的研究更加具有理论价

值和实际意义.
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　　本文主要研究超前型EPCA的数值振动性.运用微分方程与差分方程的振动性理论,获得了原方程的

数值振动性条件,进一步探讨了振动性与稳定性的内在联系.

考虑方程

x′(t)＝ax(t)＋a０x([t])＋a１x([t＋１]),x(０)＝c０, (１)

其中[t]表示取t的整数部分.

记

b０(t)＝eat＋a－１a０(eat－１),b１(t)＝a－１a１(eat－１),λ＝b０(１)/(１－b１(１)). (２)

定理１[１７]　如果b１(１)≠１,则方程(１)在[０,∞)上存在如下形式的唯一解

x(t)＝(b０({t})＋λb１({t}))λ[t]c０, (３)

其中{t}＝t－[t].

定理２[１７]　方程(１)的解在t→∞时是稳定的(或渐近稳定的),当且仅当

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≥０(或＞０). (４)

定理３[１７]　如果下列条件

(a０＋
aea

ea－１
)(a１－

a
ea－１

)＞０ (５)

成立,那么方程(１)的解在区间(n,n＋１)内有零点

tn＝n＋
１
aln

a０＋a１ea

a＋a０＋a１
,

如果式(５)不成立,并且a０≠－aea/(ea－１),c０≠０,那么式(３)在[０,∞)上没有零点.

微分方程和差分方程的振动性概念如下.

如果存在序列{tk}∞
k＝１,使得当k→∞时有tk→∞且x(tk)x(tk－１)≤０,则称方程(１)的非零解是振动的,

否则称为非振动;如果方程(１)的所有非零解都是(非)振动的,那么就称方程(１)是(非)振动的.

如果存在序列{nk},使得当k→∞时有nk→∞且x(nk)x(nk－１)≤０,则称方程(１)的非零数值解是振动

的,否则称为非振动;如果方程(１)的所有非零数值解都是(非)振动的,那么就称方程(１)的差分方程(或差分

格式)是(非)振动的.

１　数值解的振动性

１．１　差分格式

令步长h＝１/m,将θＧ方法(具体形式参见文献[１８])用于求解方程(１),得到如下递推关系式

xkm＋l＋１＝R(z)xkm＋l＋
a０

a
(R(z)－１)xkm＋

a１

a
(R(z)－１)x(k＋１)m, (６)

其中z＝ha,l＝０,１,,m－１,R(z)＝１＋z/(１－θz).

式(６)经迭代,分别可得方程(１)在整数与非整数节点的递推格式

x(k＋１)＝
R(z)m＋

a０

a
(R(z)m－１)

１－
a１

a
(R(z)m－１)

xkm, (７)

x(k＋１)m＝(R(z)l＋
a０

a
(R(z)l－１))xkm＋

a１

a
(R(z)l－１)x(k＋１)m,０≤l≤m－１. (８)

１．２　解析解和数值解的振动与非振动性

下面的定理给出了非振动性在整数节点和任意节点之间的关系.

定理４　{xn}非振动当且仅当{xkm}非振动,其中{xn}和{xkm}分别由式(８)和式(７)给出.
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证明　必要性显然.下面证明充分性.如果{xkm}非振动,不妨假设{xkm }是式(７)的一个最终为负的

解,即存在一个k０∈N,使得k＞k０ 时,有xkm＜０.为了证明xkm＋l＜０(k＞k０＋１),不妨设a０＜０且a１＜０.

如果a＞０,则R(z)－m≤R(z)－l,因此,由式(８)可得

R(z)－lxkm＋l＝(１＋
a０

a
(１－R(z)－l))xkm＋

a１

a
(１－R(z)－l)x(k＋１)m

≤(１＋
a０

a
(１－R(z)－m))xkm＋

a１

a
(１－R(z)－m)x(k＋１)m＝R(z)－mx(k＋１)m＜０,

即有xkm＋l＜０.a＜０的情形类似可证.

定理５　{xn}振动当且仅当{xkm}振动,其中{xn}和{xkm}分别由式(８)和式(７)给出.

定理６　如果下列两组条件之一成立

a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＜

a
R(z)m－１

,a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＞

a
R(z)m－１

,

那么式(７)是振动的.

证明　式(７)是振动的当且仅当相应的特征方程没有正根,即

R(z)m＋
a０

a
(R(z)m－１)

１－
a１

a
(R(z)m－１)

＜０,

化简得R(z)m＋
a０

a
(R(z)m－１)＜０和１－

a１

a
(R(z)m －１)＞０或R(z)m ＋

a０

a
(R(z)m －１)＞０和１－

a１

a
(R

(z)m－１)＜０,即a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＜

a
R(z)m－１

或a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＞

a
R(z)m－１

.

从而命题得证.

由定理３不难得到解析解振动性的结果.

推论１　如果下列任一条件成立(i)a０＜－
aea

ea－１
和a１＜

a
ea－１

,(ii)a０＞－
aea

ea－１
和a１＞

a
ea－１

,那么方

程(１)的每一个解都是振动的.令

D１＝－
aea

ea－１
,D１(m)＝－

aR(z)m

R(z)m－１
,D２＝

a
ea－１

,D２(m)＝
a

R(z)m－１
.

引理１　D１(m),D２(m),D１ 和D２ 具有如下关系:(i)当h→０时,有D１(m)→D１,D２(m)→D２;(ii)

如果对于a＞０,有ez≤R(z)成立,或者对于a＜０,有ez≥R(z)成立,则有D１≤D１(m),D２≥D２(m);(iii)

如果对于a＞０,有ez＞R(z)成立,或者对于a＜０,有ez＜R(z)成立,则有D１＞D１(m),D２＜D２(m).

证明　(i)显然成立,接下来考虑(ii).如果a＞０并且ez≤R(z),则ea≤R(z)m,即

１
ea－１≥

１
R(z)m－１

,

进而有

－
ea

ea－１≤－
R(z)m

R(z)m－１
,

所以有D１≤D１(m),D２≥D２(m).其他情形同理可证.

由定理４,５,６和推论７得如下定理.

定理７　(i)如果D１＜D１(m)和D２＞D２(m)成立,那么θＧ方法保持方程(１)的振动性;(ii)如果D１≥

D１(m)和D２≤D２(m)成立,那么θＧ方法保持方程(１)的非振动性.

引理２[１８]　对于所有的m＞|a|,如下四种情形成立:(i)对于a＞０,R(z)m ≥ea 当且仅当１
２≤θ≤１,
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(ii)对于a＞０,R(z)m≤ea 当且仅当０≤θ≤f(１),(iii)对于a＜０,R(z)m ≥ea 当且仅当f(－１)≤θ≤１,

(iv)对于a＜０,R(z)m≤ea 当且仅当０≤θ≤
１
２

,其中

R(z)＝１＋
z

１－θz
,f(x)＝

１
x－

１
ex－１

. (９)

由定理７,引理１和引理２可得如下结论.

定理８　θＧ方法保持方程(１)的振动性当且仅当(i)a＞０且１
２≤θ≤１;(ii)a＜０且a≤θ≤

１
２

.

定理９　θＧ方法保持方程(１)的非振动性当且仅当(i)a＞０且０≤θ≤f(１);(ii)a＜０且f(－１)≤θ≤１,

其中f(x)的表达式见式(９).

２　稳定性与振动性的进一步探讨

根据定理２,如下推论显然成立.

推论２　方程(１)的解析解渐近稳定(当t→∞时,x(t)→０)的充分必要条件是

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)＞０. (１０)

定理１０　方程(１)的数值解渐近稳定(当n→∞时,xn→０)的充分必要条件是

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０.

证明　由式(７)可知,当n→∞时,当xn→０且仅当|̂λ|＜０,其中

λ̂＝
R(z)m＋

a０

a
(R(z)m－１)

１－
a１

a
(R(z)m－１)

,

通过简单推导有

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０,

故命题得证.

定理１１　方程(１)的解析解具有下列四种情形.

(A１)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)＞０,a０＜

aea

ea－１
和a１≥

a
ea－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)＞０,a０＞

aea

ea－１
和a１≤

a
ea－１

,

那么方程(１)的解析解非振动且渐近稳定.

(A２)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≤０,a０＜

aea

ea－１
和a１≥

a
ea－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≤０,a０＞

aea

ea－１
和a１≤

a
ea－１

,

那么方程(１)的解析解非振动且不稳定.

(A３)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≤０,a０＜

aea

ea－１
和a１＜

a
ea－１

,
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(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≤０,a０＞

aea

ea－１
和a１＞

a
ea－１

,

那么方程(１)的解析解振动且不稳定.

(A４)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)＞０,a０＜

aea

ea－１
和a１＜

a
ea－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)＞０,a０＞

aea

ea－１
和a１＞

a
ea－１

,

那么方程(１)的解析解振动且渐近稳定.

证明　由推论１和推论２可得.

对于数值解情形,类似有如下结论.

定理１２　方程(１)的数值解具有下列四种情形.

(B１)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０,a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１≥

a
R(z)m－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０,a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１≤

a
R(z)m－１

,

那么方程(１)的数值解非振动且渐近稳定.

(B２)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)≤０,a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１≥

a
R(z)m－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)≤０,a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１≤

a
R(z)m－１

,

那么方程(１)的数值解非振动且不稳定.

(B３)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)≤０,a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＜

a
R(z)m－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)≤０,a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＞

a
R(z)m－１

,

那么方程(１)的数值解振动且不稳定.

(B４)如果下列两组条件之一成立

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０,a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＜

a
R(z)m－１

,

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)＞０,a０＞－
aR(z)m

R(z)m－１
和a１＞

a
R(z)m－１

,

那么方程(１)的数值解振动且渐近稳定.

３　数值例子

考虑下列４个方程

x′(t)＝x(t)－３x([t])＋３x([t＋１]),x(０)＝１, (１１)

x′(t)＝－２x(t)－３x([t])－２x([t＋１]),x(０)＝１, (１２)

x′(t)＝３x(t)＋x([t])＋３x([t＋１]),x(０)＝１, (１３)

x′(t)＝－４x(t)＋３x([t])＋２x([t＋１]),x(０)＝１. (１４)

从方程(１１)可以看出a＝０,a０＝－３,a１＝３,故有
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(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(ea＋１)

ea－１
)≈３．８３６０＞０,a０＜－

aea

ea－１≈－１．５８２０,a１≥
a

ea－１≈０．５８２０,

也就是说,定理１１的条件(A１)是成立的.

同时有

z＝ha＝
a
m

,m＝５０,θ＝０．５,R(z)＝１＋
z

１－θz＝１．０２０２,

进而可算得

(a＋a０＋a１)(a１－a０－
a(R(z)m＋１)
R(z)m－１

)≈３．８３６１＞０,a０＜－
aR(z)m

R(z)m－１≈－１．５８１９,a１≥
a

R(z)m－１≈０．５８１９,

因此,定理１２的条件(B１)成立.

从图１我们可以看出方程(１１)的解析解和数值解都是渐近稳定且非振动的,从而,图１中解的行为与定

理１１和定理１２的理论结果相吻合.

其他情形可以用类似的方式进行验证(参见图２Ｇ图４).

图１　方程(１１)的解析解(中心线)和数值解(外沿线)

　　

图２　方程(１２)的解析解(中心线)和数值解(外沿线)

图３　方程(１３)的解析解(中心线)和数值解(外沿线)

　　

图４　方程(１４)的解析解(中心线)和数值解(外沿线)

４　结语

本文针对前向EPCA,运用θＧ方法进行离散,根据对差分格式的特征方程的分析,获得了数值解振动的

充分条件.在此基础上,进一步讨论了数值方法对原方程振动行为的保持性质.所得结论是对历史文献的

有益补充和扩展.
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