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量子力学纯态表象与混合态表象间的积分变换
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摘　要　在量子力学中,表象变换通常指的是两个纯态表象之间的变换,如由坐标表象变换到动量

表象．本文在纯态表象(坐标表象和动量表象)和混合态表象(WeylＧWigner表象)之间建立一种新

的积分变换．基于此,提出了一种获得系统密度算符 Wigner函数的新方法,并直接导出了菲涅尔

算符的 Weyl经典对应和分数阶压缩算符的正规乘积表示．
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由狄拉克提出的表象变换理论在量子力学中是一个基本的课题[１],通常来说,它指的是两个不同的量

子力学纯态表象之间的变换,例如,由坐标表象变换到动量表象

|p›＝∫
¥

－¥
dq|q›‹q|p›＝ １

２π∫
¥

－¥
dq|q›eipq, (１)

或者反之也成立,它实际上是一种积分核为eipq/(２π)的傅里叶积分．基于坐标Ｇ动量相位空间中的 Wigner

算符Δ(q,p),并考虑到它在整个空间中满足的完备性关系∫∫
¥

－¥
dpdqΔ(q,p)＝１以及它的物理意义(实际

上是 Wigner算符Δ(q,p)的两个边缘分布)[２]

∫
¥

－¥
dpΔ(q,p)＝|q›‹q|＝δ(q－Q),∫

¥

－¥
dqΔ(q,p)＝|p›‹p|＝δ(p－P), (２)

本文在纯态表象(坐标表象|q›和动量表象|p›)和混合态表象(WeylＧWigner表象)之间建立一种新型积

分变换,并讨论它的具体应用．利用有序算符内的积分法,坐标表象和动量表象的完备性关系可表示为[３]

∫
¥

－¥
dq|q›‹q|＝∫

¥

－¥

dq
π

:e－(q－Q)２:＝１,∫
¥

－¥
dp|p›‹p|＝∫

¥

－¥

dp
π

:e－(p－P)２:＝１, (３)

这样,Wigner算符Δ(q,p)的正规排序为

Δ(q,p)＝ １
π

:e－(q－Q)２－(p－P)２:． (４)

利用关系a＝ (Q＋iP)/ ２和α＝ (q＋ip)/ ２,并注意到玻色算符a和a†在正规排序符号::内是对

易的[４Ｇ７],故算符Δ(q,p)能改写成如下形式

Δ(q,p)＝ １
π

:e－２(a†－α∗ )(a－α):≡Δ(α,α∗ )． (５)

利用有序算符内的积分法,可证明算符Δ(q,p)满足如下完备性关系

∫∫
¥

－¥
dpdqΔ(q,p)＝ １

π∫∫
¥

－¥
dpdq:e－(q－Q)２－(p－P)２:＝１． (６)

从这个意义上,说明Δ(q,p)能构成一个混合态表象．因此,根据Δ(q,p)的完备性关系,任何算符ρ都

能被展开(即 Weyl展开)
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ρ＝∫∫
¥

－¥
dpdqΔ(q,p)W(q,p), (７)

或者利用式(５)和(７),算符ρ也可表示

ρ＝２∫d２αΔ(α,α∗ )W(α,α∗ )＝ ２
π∫d２α:e－２(a†－α∗ )(a－α):W(α,α∗ ), (８)

式中W(α,α∗ )＝W(q,p)．注意到TrΔ(q,p)Δ(q′,p′)[ ]＝ １
２πδ

(q－q′)δ(p－p′),这样,可得到W(q,p)＝

２πTr[Δ(q,p)ρ],式中 Tr[Δ(q,p)ρ]为算符ρ的 Wigner函数．

１　算符|q›‹q|p›‹p|和Δ(q,p) 间的积分变换

当把经典函数eλq＋σp 量化为一个算符时,可采取如下三种方法

eλq＋σp ＝eλqeσp →eλQeσP,(QＧ排序),

eλq＋σp ＝eσpeλq →eσPeλQ,(PＧ排序),

eλq＋σp →eλQ＋σP,(WeylＧ排序),
(９)

式中 [Q,P]＝i(ћ＝１)．这样,相应的三种量子化方案分别表示为

∫∫
¥

－¥
dpdqeλq＋σpδ(q－Q)δ(p－P)＝eλQeσP ＝QeλQ＋σP ,

∫∫
¥

－¥
dpdqeλq＋σpδ(p－P)δ(q－Q)＝eσPeλQ ＝PeλQ＋σP ,

(１０)

其中符号Q指的是所有的坐标算符Q 都站在所有动量算符P 的左侧,而符号P指的是所有的动量算符P
都站在所有的坐标算符Q 左侧,而 Weyl排序依赖于 Wigner算符,即

∫∫
¥

－¥
dpdqeλq＋σpΔ(q,p)＝eλQ＋σP ． (１１)

若用符号 :
:

:
:来标记 Weyl排序,则算符eλQ＋σP 的 Weyl排序可表示为

eλQ＋σP ＝:
:eλQ＋σP :

:, (１２)

把式(１２)代入式(１１)并利用有序算符内的积分法,可得到 Wigner算符Δ(q,p)的 Weyl排序,即[８]

Δ(q,p)＝:
:δ(p－P)δ(q－Q):

:＝:
:δ(q－Q)δ(p－P):

:, (１３)
值得指出的是,算符Q 和P 在以上三种排序中都是对易的．进一步,利用式(１３)及其傅里叶变换,可导出

Wigner算符的原始定义式,即

:
:δ(p－P)δ(q－Q):

:＝∫∫
¥

－¥

dudv
４π２

:
:ei(q－Q)u＋i(p－P)v:

:＝∫∫
¥

－¥

dudv
４π２ei(q－Q)u＋i(p－P)v ＝Δ(q,p)． (１４)

利用 Weyl排序内的积分法可以建立以上三种排序之间的联系,即

|q›‹q|p›‹p|＝δ(q－Q)δ(p－P)＝ １
４π２∫∫

¥

－¥
dλdσeiλ(q－Q)eiσ(p－P)

＝ １
４π２∫∫

¥

－¥
dλdσ:

:eiλ(q－Q)＋iσ(p－P)－iλσ/２:
:

＝ １
２π∫

¥

－¥
dσ:

:δ(q－Q－σ/２)eiσ(p－P):
:

＝ １
π

:

:
ei２(q－Q)(p－P):

:,　　　　　　 (１５)

再利用式(１３),我们有

|q›‹q|p›‹p|＝ １
π∫∫

¥

－¥
dp′dq′:

:δ(p－P)δ(q－Q):
:ei２(p－p′)(q－q′)

＝ １
π∫∫

¥

－¥
dp′dq′Δ(q′,p′)ei２(p－p′)(q－q′)．

(１６)

类似地,可有

|p›‹p|q›‹q|＝δ(p－P)δ(q－Q)＝ １
π

:
:e－i２(q－Q)(p－P):

:＝ １
π∫∫

¥

－¥
dp′dq′Δ(q′,p′)e－i２(p－p′)(q－q′)． (１７)
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由式 (１６)和 (１７)可 见,坐 标 和 动 量 表 象 和 Wigner表 象 之 间 满 足 新 的 积 分 变 换,其 积 分 核 为

e±i２(p－p′)(q－q′) ．因此,式(１６)和(１７)给出的积分变换的逆变换分别为

１
π∫∫

¥

－¥
dqdp|q›‹q|p›‹p|e－i２(p－p′)(q－q′)＝Δ(q′,p′),

１
π∫∫

¥

－¥
dqdp|p›‹p|q›‹q|ei２(p－p′)(q－q′)＝Δ(q′,p′)． (１８)

２　算符ρ的 Wigner函数与 Tr(ρ|q›‹p|) /Tr(|q›‹p|) 的新关系

利用积分变换(１６)、(１７)及其逆变换(１８),可找到任意算符ρ的 Wigner函数与 Tr(ρ|q›‹p|)/Tr(|

q›‹p|)之间满足的新关系．实际上,利用式(２３)以及内积 ‹q|p›＝eipq/ ２π,可得到

Tr(ρ|q›‹p|)
Tr(|q›‹p|) ＝ ２π‹p|ρ|q›eipq ＝２πTr(|q›‹q|p›‹p|ρ)

＝２Tr[:
:ei２(q－Q)(p－P):

:ρ]

＝２Tr∫∫
¥

－¥
dp′dq′ei２(q－q′)(p－p′):

:δ(q′－Q)δ(p′－P):
:ρ[ ]．

(１９)

由于 Tr[:
:δ(q′－Q)δ(p′－P):

:ρ]＝Tr[Δ(q′,p′)ρ]＝ １
２πW

(q′,p′)恰好为密度算符ρ的 Wigner函数,

则式(１９)变成

Tr(ρ|q›‹p|)
Tr(|q›‹p|) ＝ １

π∫∫
¥

－¥
dp′dq′ei２(q－q′)(p－p′)W(q′,p′)． (２０)

相应地,其逆变换为

W(q′,p′)＝ １
π∫∫

¥

－¥
dpdqe－i２(q－q′)(p－p′)Tr(ρ|q›‹p|)

Tr(|q›‹p|), (２１)

这个积分表达式为计算算符ρ的 Wigner函数提供了一种新的方法．例如,对一个压缩参量为λ的单模

压缩算符ρλ ＝e(a†２－a２)λ/２ [９,１０],它的坐标本征态表示为[１１]

ρλ ＝∫
¥

－¥

dq′
μ

|q′
μ

›‹q′|,μ＝eλ , (２２)

由此式直接推导出

Tr(ρ１|q›‹p|)
Tr(|q›‹p|) ＝ ２πeipq∫

¥

－¥

dq′
μ

‹p|q′/μ›‹q′|q›＝∫
¥

－¥

dq′
μ

eipq－ipq′/μδ(q′－q)＝ １
μ
eipq(１－１/μ)．(２３)

把式(２３)代入式(２１),可推导出压缩算符ρλ 的 Wigner函数,即

W(q′,p′)＝ １
π μ∫∫

¥

－¥
dpdqe－i２(q－q′)(p－p′)eipq(１－１/μ)＝ ２ μ

１＋μ
e－i２p′q′１－μ

１＋μ ＝ei２p′q′tanhλ

coshλ/２． (２４)

另一方面,当把式(２４)代入式(７)时,可得到算符ρλ 的 Weyl排序形式,即

e(a†２－a２)λ/２ ＝sechλ
２∫∫

¥

－¥
dpdqei２pqtanhλ:

:δ(p－P)δ(q－Q):
:＝sechλ

２
:
:ei２PQtanhλ:

:． (２５)

３　菲涅尔算符的 Weyl经典对应

对于菲涅尔算符[１２,１３]

F＝exp(iB
２AP

２)exp[i
２

(QP＋PQ)lnA]exp(－iC
２AQ

２), (２６)

其中AD－BC ＝１,它对应于经典光学中的菲涅尔光学变换,利用算符eiλPQ 的P排序表示

eiλPQ ＝P[exp{－i(e－λ－１)PQ}], (２７)
可得到

e
i
２(QP＋PQ)lnA ＝ １

A
eiPQlnA ＝ １

APeiPQ(１－１
A) ． (２８)

结合式(２６)和式(２８),我们有
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Tr(F|q›‹p|)＝ ‹p|exp(iB
２AP

２){Pexp[iPQ(１－１
A

)]}exp(－iC
２AQ

２)|q›

＝ １
２πA

exp(iBp
２

２A －iqp
A －iCq２

２A
)．

(２９)

进而,把式(２９)代入式(２１)并经过简单的积分运算,可得到菲涅尔算符F 的 Weyl经典对应

WF(q′,p′)＝ １
π A∫∫

¥

－¥
dpdqe－i２(q－q′)(p－p′)e

iB
２Ap

２
e－iqp

Ae－iCq２
２Aeiqp

＝ ２
A＋D＋２

exp[i２Bq′
２－i２Cp′２＋i２(A－D)p′q′

A＋D＋２
]．

(３０)

４　分数阶压缩算符

特殊地,当B＝coshθ,C＝－coshθ,A ＝sinhθ,D ＝－sinhθ时,则式(２９)的右边变为

１
i２πsinhθ

e
i(q′２＋p′２)

２tanhθ －iq′p′
sinhθ , (３１)

为了后面计算方便,式中增加了因子１/i,这样式(３０)恰好是分数阶压缩变换的积分核[１４]．同时,式
(３０)的右边,即菲涅尔算符F 的 Weyl经典对应变为

WF(q′,p′)→ ２
iexp[i(q２＋p２)coshθ＋i２qpsinhθ]＝ ２

ie２i|α|２coshθ＋(α２－α∗２)sinhθ． (３２)

另一方面,由式(８)可得到分数阶压缩算符的正规排序表示,即

２∫d２α ２
ie２i|α|２coshθ＋(α２－α∗２)sinhθΔ(α,α∗ )＝ ２

π∫d２α ２
ie２i|α|２coshθ＋(α２－α∗２)sinhθ:e－２(a†－α∗ )(a－α):

＝２ ２
πi

:∫d２αe－２|α|２(１－icoshθ)＋(α２－α∗２)sinhθ＋２a†α＋２α∗a－２a†a:

＝ sechθe－itanhθ
２ a†２:e(isechθ－１)a†α:e

itanhθ
２ a２,

(３３)

式中e(isechθ－１)a†α:＝ea†αln(isechθ)＝ea†αlnsechθeiπ
２a

†α ,并使用了数学积分公式[１５,１６]

∫d２z
πexp(ζ|z|２＋ξz＋ηz∗ ＋fz２＋gz∗２)＝ １

ζ２－４fg
exp(－ζξη＋ξ２g＋η２f

ζ２－４fg
), (３４)

此式仅当Re(ζ±f±g)＜０,Re(ζ
２－４fg

ζ±f±g
)＜０时成立．进一步,利用算符恒等式eiπ

２a
†αa２eiπ

２a
†α ＝－a２ ,得

到分数阶压缩算符的简洁形式,即

e－itanhθ２ a†２
elnsechθ(a†α＋１

２)e－itanhθ２ a２
eiπ

２a
†α ＝e－iθ２(a†２＋a２)eiπ

２a
†α． (３５)

综上,借助有序算符内的积分法,本文在纯态表象(坐标表象和动量表象)和混合态表象(WeylＧWigner
表象)之间建立了一种新的积分变换,并由此提出了一种计算系统密度算符 Wigner函数的新方法．此外,给
出了菲涅尔算符的 Weyl经典对应和分数阶压缩算符的正规排序及其简洁表示．
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IntegrationTransformationbetweenPureState
RepresentationandMixedStateRepresentation

inQuantum Mechanics
MENGXiangＧguo

(ShandongProvincialKeyLaboratoryofOpticalCommunicationScienceandTechnology,SchoolofPhysical

ScienceandInformationEngineerig,LiaochengUniversity,Liaocheng２５２０５９,China)

Abstract　Representationtransformationinquantum mechanicsusuallyreferstothetransformbeＧ
tweentwopurestaterepresentations,forexample,fromcoordinaterepresentationtomomentumrepresenＧ
tation．Inthispaperwefindthenewintegrationtransformationbetweenthepurestaterepresentations(coＧ
ordinaterepresentationandmomentumrepresentation)andthemixedstaterepresentation(theWeylＧWignＧ
errepresentation)．Usingthistransformation,wefindanewapproachforobtainingWignerfunctionofopＧ
erators,whichhelpsustofindtheWeylclassicalcorrespondenceofFresneloperatorandthenormalordeＧ
ringproductofafractionalsqueezingoperator．

Keywords　integrationtransformation;purestaterepresentation;mixedstaterepresentation;Fresnel
operator;fractionalsqueezingoperator
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