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重心插值配点法求解BlackＧScholes方程

赖舒琴　华之维　翁智峰

(华侨大学 数学科学学院,福建 泉州３６２０２１)

摘　要　基于重心插值配点法求解BlackＧScholes方程．首先,利用指数变换消去方程中的空间

一阶导数;然后,对方程中的时间和空间方向均采用重心插值配点法进行离散,构造出 BlackＧ
Scholes方程的重心插值配点法计算格式;最后,通过数值算例验证此计算格式具有高精度和

有效性．
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０　引言

１９７３年,Black和Scholes[１]提出一种模型,称为BlackＧScholes(BＧS)模型,用于描述基础资产在期权定

价中的近似行为．它已被期权交易员广泛使用,并因其在预测期权价格方面的有效性和准确性而导致期权交

易的显著增长．直至今日,BlackＧScholes方程仍是金融数学中期权定价理论的重要模型,研究其解有重要的

现实意义．
目前,关于BlackＧScholes方程的数值解法取得了很多进展．譬如,文献[２]给出BlackＧScholes期权定价

模型的二叉树方法、隐式差分方法和CrankＧNicolson差分方法等数值解法;文献[３]讨论了许多期权定价的

数值计算问题及其现有数值方法的不足;文献[４]讨论了期权定价问题的鞅方法;文献[５]提出BlackＧScholＧ
es方程的一种θ加权差分格式;文献[６]分析了美式期权定价的有限元方法;文献[７]利用代数变换消去方程

中对空间的一阶导数项,导出四阶紧致差分格式;文献[８]用有限差分法研究一类带有参数α的广义BlackＧ
Scholes模型的数值解;文献[９]利用Laplace变换和有限差分方法来求解美式期权定价问题;文献[１０]对支

付红利下BlackＧScholes方程构造了一种具有并行本性的交替分段CrankＧNicolson格式;文献[１１]对欧式看

跌期权定价问题构造一个四阶紧致有限差分格式．
最近,文献[１２]利用重心插值配点法求解微分方程初边值问题,很多学者将该方法推广到求解各类微分

方程,比如平面弹性问题[１３]、分数阶Fredholm 积分方程[１４]和一维 AllenＧCahn方程[１５]等．重心插值配点法

包括重心 Lagrange插值和重心有理插值．对于给定插值节点,当选取 Lagrange插值公式来构造近似函数

时,由著名的 Runge现象可以说明,当节点数量增大时,Lagrange插值公式构造的近似函数值容易出现

Runge现象,具有极大的数值不稳定性．为了避免这一现象的出现,Berrut等[１６]将 Lagrange插值公式改进

为重心型的Lagrange插值公式．由文献[１７]可知,重心型的 Lagrange插值公式克服了 Lagrange插值的缺

点,解决了震荡现象,具有了非常好的数值稳定性．此外,Berrut等[１８]提出了一种简单的重心有理插值权,这
之后Floater等[１９]提出重心有理插值,其具有很好的节点适应性,有较高的精度,被称为一种理想的数值计

算方法．重心插值配点法作为一种新型的无网格计算方法,其有效地避免了差分格式带来的累积误差,使用
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Chebyshev节点有效克服了Runge现象,且其具备计算格式简单、精度高、程序实施方便、节点适应性好等

特点．如今,重心插值配点法广泛地被应用于弹性力学、微波技术及流体力学等多个方面[２０．２１]．本文将该方

法推广到求解BlackＧScholes方程,时间和空间方向均采用重心插值Chebyshev配点法离散,以得到较高的

数值精度,与前人工作比较,我们的算法在时间和空间方向上都具有高精度．

１　BlackＧScholes方程的重心插值配点法

１．１　BlackＧScholes方程的指数变换

考虑单个BlackＧScholes方程的初边值问题
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式中u为欧式看跌期权价格,u＞０;S为股票价格,S＞０;τ为时间;r为无风险利率,r＞０;σ为股票价

格S的波动率,σ＞０;K 为执行价格,K ＞０;T 为到期日,T ＞０．
为便于用算例验证算法精度,令方程右端为f(x,t)．此外,为消去(１)中偏导的变系数S,引入变换S＝

ex [７],且作变换τ＝T－t,将初始条件换为t＝０时刻,则问题(１)化为
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式中a,b是所取常数．
为应用热传导方程的重心插值配点法,则引入文献[２２]中的指数变换,去掉问题(２)第一个方程中对x

的一阶导数项,即u(x,t)＝e(１
２αx)v(x,t),则问题(２)第一个方程化为
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项,式(３)转化为∂v

∂t－σ２

２
∂２v
∂x２ ＋(１

２σ２ (σ
２

２－r)
２

＋r)v＝f(x,t)e(－１
２αx) ．
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１．２　重心型插值

１．２．１　重心Lagrange插值．　设有n＋１个不同节点xi(i＝０,１,,n)和对应一组值yi ,p(x)为小于n
次的多项式,满足p(xi)＝yi(i＝０,１,,n),这样的p(x)唯一存在,那么p(x)可写成Lagrange插值公

式,即

p(x)＝ ∑
n

j＝０
Lj(x)yj,Lj(x)＝ ∏

n

i＝０,i≠j

(x－xi)
(xj－xi)

,j＝０,１,,n, (５)

式中Lj(x)为插值基函数,且满足 ∑
n

j＝０
Lj(x)＝１,Lj(xi)＝δji ＝

１,j＝i,

０,j≠i,{ (i,j＝０,１,,n)．

若令l(x)＝ (x－x０)(x－x１)(x－xn),重心权ωj ＝ １

∏
n

i＝０,i≠j

(xj－xi)
, j＝０,１,,n,则

Lj(x)＝l(x) ωj

x－xj
, j＝０,１,,n,可得p(x)＝l(x)∑

n

j＝０

ωj

x－xj
yj ． (６)
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利用公式(６)插值常数１,可得恒等式１＝l(x)∑
n

j＝０

ωj

x－xj
,则得重心Lagrange插值公式

p(x)＝
∑
n

j＝０

ωj

x－xj
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∑
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k＝０

ωk

x－xk

． (７)

本文用第二类Chebyshev节点xi ＝cos(i
nπ),i＝０,１,,n,使Lagrange插值数值稳定性较好．

１．２．２　重心有理插值．　设有n＋１个不同节点xi(i＝０,１,,n)以及对应的一组函数值yi ,选择一整数d
满足０≤d≤n,对每个j＝０,１,,n－d令pj(x)为d个点对 (xj,yj),(xj＋１,yj＋１),,(xj＋d,yj＋d)的次数

至多为d的插值多项式,则令

r(x)＝
∑
n－d

j＝０
λj(x)pj(x)

∑
n－d

k＝０
λk(x)

,λj(x)＝
(－１)j

(x－xj)(x－xj＋d)
． (８)

容易证明式(８)的r(x)插值给定插值点对 {(xi,yi),i＝０,１,,n}．于是,对于不同d(０≤d≤n)可
得到一族有理函数插值,并且通过选择适当的参数d,可以提高插值精度．

此外,式(８)可写成重心插值形式,首先将pj(x)写成Lagrange插值形式,变形得

∑
n－d

j＝０
λj(x)pj(x)＝ ∑

n

k＝０

ωk

x－xk
yk, (９)

其中集合Jk ＝ {j∈ {０,１,,n}:k－d≤j≤k},定义重心权ωk ＝ ∑
j∈Jk

(－１)j ∏
j＋d

i＝j,i≠k

１
(xk－xi)

．

对于式(８)的分母,注意到常数１的Lagrange插值公式有恒等式１＝ ∑
j＋d

k＝j

∏
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(x－xi)

∏
j＋d
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,由此可得

∑
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λj(x)＝ ∑

n－d

j＝０
λj(x)１＝ ∑

n

k＝０

ωk

x－xk
． (１０)

将式(９)和式(１０)代入式(８),得到高阶重心有理插值公式

r(x)＝
∑
n

j＝０

ωj

x－xj
yj

∑
n

k＝０

ωk

x－xk

:＝ ∑
n

j＝０
Lj(x)yj ． (１１)

１．３　重心插值配点法求解BlackＧScholes方程

１．３．１　一维热传导方程的一般形式．　由于BlackＧScholes方程经过指数变换转化为问题(４),根据文献[２３]的
热传导方程,可知问题(４)与热传导方程类型相同,所以可考虑一维热传导方程的重心插值配点法．

以下为一般形式的一维热传导方程

∂v(x,t)
∂t ＝k(x,t)∂

２v(x,t)
∂x２ ＋g(x,t),a＜x＜b;t＞０． (１２)

边界条件为

v(a,t)＝φ１(t),v(b,t)＝φ２(t)或vx(a,t)＝φ１(t),vx(b,t)＝φ２(t)． (１３)
初始条件为

v(x,０)＝ψ(x)． (１４)

１．３．２　一维热传导方程的离散．　设时间域为 [０,T],将空间域 [a,b]和 [０,T]分别离散为m、n个第二类

Chebyshev节点:a＝x１ ＜x２ ＜  ＜xm ＝b和０＝t１ ＜t２ ＜  ＜tn ＝T ．区域Ω＝ [a,b]×[０,T]上

的m×n个计算节点为 (xi,tj),i＝１,２,,m;j＝１,２,,n．将v(x,t)在点x１,x２,,xm 的值v(xi,t):＝
vi(t),则v(x,t)在点x１,x２,,xm 的重心插值函数为
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v(x,t)＝ ∑
m

l＝１
Ll(x)vl(t)． (１５)

将式(１５)代入方程(１２),且让方程(１２)在点x１,x２,,xm 上成立,得常微分方程组,即

∑
m

l＝１
Ll(xi)v



l(t)－k(xi,t)∑
m

l＝１
L″

l(xi)vl(t)＝g(xi,t),i＝１,２,,m ． (１６)

式中v


l(t)＝∂vl(t)
∂t

,L″
l(xi)＝C(２)

il ,其中C(p)
il 为节点x１,x２,,xm 上重心插值p 阶微分矩阵元素．

引进记号k(xi,t)＝ki(t),g(xi,t)＝gi(t),i＝１,２,,m ,于是方程组(１６)记为矩阵形式,即
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将vi(t)在点t１,t２,,tn 的值vi(tj)＝v(xi,tj):＝vij ,则vi(t)在t１,t２,,tn 上的重心插值函数为

vi(t)＝ ∑
n

q＝１
Lq(t)viq,i＝１,２,,m ． (１８)

将式(１８)代入方程(１７),且让方程(１７)在点t１,t２,,tn 上成立,得常微分方程组,即
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式中L


q(tj)＝∂Lq(tj)
∂t

;令
vi ＝ [vi１,vi２,,vin]T,

gi ＝ [gi１,gi２,,gin]T ＝ [gi(t１),gi(t２),,gi(tn)]T,

ki ＝diag(ki１,ki２,,kin)＝diag(ki(t１),ki(t２),,ki(tn)),i＝１,２,,m ,

ì
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且注意到Lk(tj)＝δkj,L


k(tj)＝D(１)
jk ,其中D(p)

jk ,p＝１,２, 为节点t１,t２,,tn 上重心型插值p 阶微分矩阵

的元素．于是,方程组(１９)可以记作下面的矩阵形式,即

(Im D(１))
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式中符号  表示矩阵的 Kronecker积:C(p),D(p)(p＝１,２,)分别为关于节点x１,x２,,xm 和节点t１,t２,
,tn 的重心型插值p 阶微分矩阵;Im 、In 分别为m、n阶单位矩阵．

若令k＝

k１

⋱
km

é

ë

ê
ê
ê

ù

û
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ú

,V ＝ vT
１,vT

２,,vT
m[ ],G＝ gT

１,gT
２,,gT

m[ ] ,则方程(２０)可以换为

[(Im D(１))－k(C(２) In)]V ＝G． (２１)

１．３．３　边界条件和初始条件的离散．　由于变换后问题(４)边界属于方程(１３)前者这种形式,所以本文只作

此边界的离散．

边界条件(１３)的离散:
v(a,tj)＝v１j ＝φ１(tj),j＝１,２,,n
v(b,tj)＝vmj ＝φ２(tj),j＝１,２,,n

,记作矩阵形式,即
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v(b,t１)
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式中e１
m 、em

m 分别表示m 阶单位矩阵第１行和第m 行．
初始条件(１４)的离散:v(xi,０)＝vi１ ＝ψ(xi),i＝１,２,,m ,记作矩阵形式,即

v(x１,０)

v(x２,０)
⋮

v(xm,０)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

v１１

v２１

⋮

vm１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ (Im e１
n)V ＝ψ＝

ψ(x１)

ψ(x２)
⋮

ψ(xm)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

．

１．３．４　BlackＧScholes方程的重心插值配点格式．　依照一般形式一维热传导方程的重心插值配点法,可以

推导出BlackＧScholes方程变换后的问题(４)的重心插值配点法计算格式,即
[(Im D(１))－λImn(C(２) In)＋βImn]V ＝G． (２２)

２　数值算例

２．１　算例１
考察如下微分方程初边值问题

∂u
∂t－σ２

２
∂２u
∂x２ －(r－σ２

２
)∂u
∂x＋ru＝f(x,t),０＜x＜１,０＜t≤１,

u(x,０)＝x４＋x２＋１,０≤x≤１,

u(０,t)＝ (t＋１)２,u(１,t)＝３(t＋１)２,０≤t≤１,

(２３)

式中r＝０．５,σ＝ ２,精确解u(x,t)＝ (t＋１)２(x４＋x２＋１)．
右端项

f(x,t)＝２(t＋１)(x４＋x２＋１)－(t＋１)２[σ
２

２
(１２x２＋２)＋(r－σ２

２
)(４x３＋２x)－r(x４＋x２＋１)]．

下面分别利用重心Lagrange插值配点及重心有理插值配点进行计算,将两者进行比较．其中,空间方向

采用Chebyshev节点数为m＋１,时间方向采用Chebyshev节点数为n＋１．
数值计算结果如表１所示,表中E¥ ＝ ‖uc－ue‖¥ 表示误差的无穷范数,记作绝对误差,注:‖x‖¥ ＝

max
１≤i≤n

|xi|;Er¥ ＝ ‖(uc－ue)．/ue‖¥ 表示相对误差的无穷范数,记作相对误差．

由表１知,在求解问题(２３)时,随着节点数量增加,重心Lagrange插值配点法和重心有理插值配点法求

解时的绝对误差E¥ 和相对误差Er¥ 均逐渐下降．此外,在节点数量相同时,利用重心Lagrange插值配点法

求解方程时的E¥ 和Er¥ 均小于重心有理插值配点法的．
表１　不同插值配点法的计算结果

M N
重心Lagrange插值配点法 重心有理插值配点法

E¥ Er¥ E¥ Er¥

６ ６ ８．２９８３×１０－７ １．７９１３×１０－７ ９．８２１９×１０－５ １．８４２７×１０－５

７ ７ １．２２１１×１０－８ ２．５６５２×１０－９ ３．０３９１×１０－６ ５．３９５３×１０－７

８ ７ １．３１６７×１０－１０ ２．７４０４×１０－１１ ４．７９６０×１０－８ ９．６０４２×１０－９

９ ７ １．６６８９×１０－１２ １．２１２３×１０－１２ ７．７０１０×１０－１０ １．５７２８×１０－１０

１０ ７ ７．７２２７×１０－１３ ５．８８４０×１０－１３ ７．３７１９×１０－１２ １．６２８９×１０－１２

　　综上,重心Lagrange插值配点法和重心有理插值配点法对求解问题(２３)都有较高精度．在节点数一样

时,重心Lagrange插值配点法精度略高于重心有理插值配点法．由于重心有理插值中参数d使其精度具有

不确定性,则重心Lagrange插值配点法的稳定性较高．
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两种重心插值配点格式在区域x∈ [０,１],t∈ [０,１]的数值解及误差分布图,图１是数值解图,图２是

误差分布图,其中符号x,t指问题(２３)中变量,设数值解uc,误差error．
由图１中可知,重心Lagrange插值配点法和重心有理插值配点法求出的方程数值解图像均逼近于真实

解,具有较高的精度．由图２可知,采用重心Lagrange插值配点法较重心有理插值配点法,有更高的精度．

图１　不同插值配点法在区间x∈ [０,１],t∈ [０,１] 的数值解

　　

图２　不同插值配点法在区间x∈ [０,１],t∈ [０,１] 的数值解与精确解误差分布图

２．２　算例２
考察问题

∂u
∂τ＋１

２σ
２S２∂２u

∂S２ ＋rS∂u
∂S－ru＝０,Sa ＜S＜Sb,０＜τ≤T,

u(S,T)＝ max(K－S,０),u(Sa,τ)＝K,u(Sb,τ)＝０,
(２４)

式中u为看跌期权价格;S为股票价格;τ为时间;r为无风险利率;σ为股票价格的波动率;K 为执行价格;

T 为到期日．这里取S区间为 [e－２６,e４](对应的a＝－２６,b＝４),对空间、时间域各取８１和４１个计算节

点,取r＝０．００５,σ＝０．２,T＝１,K＝２０．如图３所示,是方程(２４)在重心Lagrange插值配点法下的数值解

曲面．由图可知,用当前的计算格式可以得到光滑且稳定的数值解．

图３　问题(２４)的数值解

下面考察提出的计算格式(２２)的运用有效性,采取以下方法,分别

对问题(２４)的参数σ,r,K,T 取不同值,比较它们对欧式看跌期权的价

格u造成的影响是否与实际情形一致．
结果如图４所示,由图４(a)可知,当取r＝０．００５,T＝１,K ＝２０,

而σ在０．１、０．２、０．３、０．４中变化时,在股票价格S为执行价格２０附近,
股票价格的波动率σ升高会造成欧式看跌期权价格u的升高,这与金融

界高风险、高回报的观点相符合．由图４(b)可知,当取σ＝０．２,T ＝１,

K ＝２０,而r在０．００５、０．０５、０．１、０．１５中变化时,发现当无风险利率r
越高,欧式看跌期权价格u会下跌．由图４(c)可知,当取r＝０．００５,σ＝
０．２,T＝１,而K 在１５、２０、３０、４０中变化时,发现执行价格K 的提高会引起欧式看跌期权价格u的提高．由
图４(d)可知,当取r＝０．００５,σ＝０．２,K＝２０,而T在０．５、１、１．５、２中变化时,发现欧式看跌期权价格变化

不大．综上,以上结果均与实际情形一致,可证实计算格式(２２)具备实用有效性．
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图４　问题(３２)中参数σ,r,K,T 的不同对欧式看跌期权价格的影响

３　结束语

本文针对单个的BlackＧScholes方程,考察欧式看跌期权定价问题．首先利用指数变换消去BlackＧScholＧ
es方程中的空间一阶导数,然后利用重心Lagrange插值配点法和重心有理插值配点法求BlackＧScholes方

程的数值解,并且通过数值算例一比较两种重心插值配点法的数值解精度．比较两种重心插值配点法,发现

重心Lagrange插值配点法的精度略高于重心有理插值配点法．在第二个数值算例中,将重心Lagrange插值

配点法运用到BlackＧScholes方程的求解中,得知这种计算格式具备实用有效性．尤其与文献[１１]的算法比

较,我们的算法用很少的节点个数就使得时间和空间方向达到高精度．今后,可以将重心插值配点法推广到

其他微分方程,也为今后解决同类问题提供一种很好的数值求解方案．
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BarycentricInterpolationCollocationMethod
forBlackＧScholesEquation

LAIShuＧqin　HUAZhiＧwei　WENGZhiＧfeng
(SchoolofMathematicsScience,HuaqiaoUniversity,Quanzhou３６２０２１,China)

Abstract　Inthispaper,weproposethebarycentricinterpolationcollocationmethodfortheBlackＧ
Scholesequation．Firstly,thefirstＧorderspatialderivativeintheequationiseliminatedbyexponential
transformation,andthenthetimeandspacedirectionintheequationarediscretizedbythebarycentricinＧ
terpolationcollocation method．Moreover,thebarycentricinterpolationcollocationschemeoftheBlackＧ
Scholesequationisobtained;Finally,Numericalexamplesshowthathighprecisionandvalidityofour
scheme．

Keywords　BlackＧScholesequation;exponentialtransformation;heatconductionequation;barycenＧ
tricinterpolationcollocationmethod
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