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摘　要　研究了四种矩阵半张量积的代数关系．首先介绍了四种矩阵半张量积的定义,包括１Ｇ型

矩阵半张量积,２Ｇ型矩阵半张量积,１Ｇ型 MV 半张量积以及２Ｇ型 MV 半张量积,其中１Ｇ型 MV 半张

量积与２Ｇ型 MV 半张量积只适用于矩阵与列向量相乘的情形．本文将矩阵与向量的矩阵半张量积

推广到矩阵与矩阵的乘积情形,同时分三种情形讨论了几种矩阵半张量积之间的代数关系
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０　引言

矩阵半张量积最早是由程代展研究员提出的一种新的矩阵乘积[１],我们称之为１Ｇ型矩阵半张量积．１Ｇ型

矩阵半张量积克服了传统矩阵乘积对维数的限制,因此,１Ｇ型矩阵半张量积在许多领域都有着重要的应用,

例如:逻辑网络[２Ｇ４],博弈论[５Ｇ７],模糊系统[８Ｇ１０]等,并且矩阵半张量积在工程中亦有重要的应用[１１]．
最近,程代展研究员引入了几种矩阵乘子,将１Ｇ型矩阵半张量积推广到更为广义的情形[１２],特别地,矩

阵乘子为Jn ＝ １
n１n×n 的矩阵乘积称为２Ｇ型矩阵半张量积,这里的１n×n 表示n×n维的各元素全为１的方阵．

无论是１Ｇ型矩阵半张量积还是２Ｇ型矩阵半张量积,当作用于矩阵与列向量的乘积时,通常情况下所得结果

不是一个列向量,而是一个矩阵．为了使矩阵与列向量的乘积仍是列向量,程代展研究员在文献[１２]中还引

入了１Ｇ型矩阵与向量的半张量积(１Ｇ型 MV半张量积)与２Ｇ型矩阵与向量的半张量积(２Ｇ型 MV半张量积),

程氏投影[１３]即是在１Ｇ型 MV半张量积基础上提出的．文献[１４]与[１５]引入了另外两种形式的半张量积,即
拟半张量积与范张量积,并研究了它们代数性质．

本文我们将给出这四种矩阵乘积的定义,研究这四种矩阵乘积之间的代数关系,并将两种矩阵与向量的

半张量积形式上推广到矩阵与矩阵的半张量积,这里我们称之为３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积．
容易验证３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积不满足矩阵乘法的结合律,但可以把它们看做是矩阵与一

些列向量集合的乘积,并且３Ｇ型矩阵半张量积以及４Ｇ型矩阵半张量积与１Ｇ型矩阵半张量积和２Ｇ型矩阵半张

量积也有一定代数关系,因此通过研究它们之间的关系,可以更深入地掌握几种矩阵半张量积的代数性质．
本文将用到的一些记号:
(１)In :n维单位矩阵;
(２)１m×n :元素全为１的m×n维列矩阵;
(３)１n :元素全为１的n维列向量;
(４)Rowi(A)(Coli(A)):矩阵A的第i行(列);
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　　(５)矩阵Am×n,Bp×q 的 Kronecker积定义为

A􀱋B＝

a１１B a１２B 􀆺 a１nB
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１　矩阵半张量积及其推广

首先引入１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积[１２]．
定义１　给定矩阵Am×n,Bp×q ,定义两个矩阵的１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积分别为

A×１B＝ (A􀱋Il
n
)(B􀱋Il

p
),

A×２B＝ (A􀱋Jl
n
)(B􀱋Jl

p
),

其中l＝ [n,p]表示两个正整数n与p 的最小公倍数,而 􀱋 表示两个矩阵的张量积(也称 Kronecker积),

Iw 表示w 维单位矩阵．
当两个矩阵Am×n,Bp×q 的维数相容时,即n＝p时,１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积皆为传统的

矩阵乘积,并且它们都满足矩阵的结合律等性质,具体可以参见文献[１２]．
下面我们给出１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积[１２]．
定义２　给定矩阵Am×n 与向量xp ,定义１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积分别为

A×
→

１x＝ (A􀱋Il
n
)(x􀱋１l

p
),

A×
→

２x＝ (A􀱋Jl
n
)(x􀱋１l

p
),

其中１w 表示w 维各元素全为１的列向量．显然,当n＝p时,１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积皆为传

统的矩阵与向量的乘积．
受定义２启发,我们将１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积推广到矩阵与矩阵相乘的情形,我们称

之为３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积．
定义３　给定矩阵Am×n,Bp×q ,定义两个矩阵的３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积分别为

A×３B＝ (A􀱋Il
n
)(B􀱋１l

p
),

A×４B＝ (A􀱋Jl
n
)(B􀱋１l

p
)．

显然当矩阵B为列向量时,３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积即为１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV
半张量积．上面的３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积是良定的,但它们并不满足矩阵的结合律等性质．
我们可以把３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积定义中的矩阵B 看成是一些列向量的集合,此时定义３
自然是定义２的一个推广．不仅如此,定义３与定义１也有一定的代数关系,因此它的定义也有助于我们进

一步地研究１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积的代数性质．

２　几种矩阵半张量积的代数性质

本节讨论几种矩阵半张量积的代数性质,这里本文主要考虑三种情形:(１)矩阵与向量的半张量积;(２)

矩阵与矩阵的半张量积;(３)向量与向量的半张量积．

２．１　矩阵与向量的半张量积

首先讨论矩阵与列向量的１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积和１Ｇ型矩阵半张量积之间的关系,我

们有下面的定理．
定理１　给定矩阵Am×n 与列向量xp ,且l＝ [n,p],则有下面的结论成立

A×
→

１x＝ ∑
l
p

i＝１
Coli(A×１x); (１)
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A×
→

２x＝ n
l

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１x))

⋮

∑
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i＝(m－１)l
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Rowi(Colj(A×１x))
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􀱋１l
n ． (２)

证明　首先证明结论(１),利用１Ｇ型 MV矩阵半张量积的定义,直接计算可得

A×
→

１x＝ (A􀱋Il
n
)(x􀱋１l

p
)＝ (A􀱋Il

n
)(∑

l
p

i＝１
Coli(x􀱋Il

p
))．

经过简单计算可得

∑
l
p

i＝１

((A􀱋Il
n
)Coli(x􀱋Il

p
))＝ ∑

l
p

i＝１
Coli((A􀱋Il

n
)(x􀱋Il

p
)),

由１Ｇ型矩阵半张量积的定义即得(１)式右边．
下面证明结论(２),利用２Ｇ型 MV矩阵半张量积的定义得

A×
→

２x＝ (A􀱋Jl
n
)(x􀱋１l

p
)＝ n

l
(A􀱋１l

n×l
n
)(x􀱋１l

p
)

＝ n
l

∑
l
n

i＝１
Rowi(A􀱋Il

n
)􀱋１l

n

⋮

∑
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n

i＝(m－１)l
n＋１

Rowi(A􀱋Il
n
)􀱋１l

n
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p
)．

上式经过简单计算可得

　 n
l

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

j＝１
Rowi(A 􀱋Il

n
)Colj(x􀱋Il

p
)
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i＝(m－１)l
n＋１

∑
l
p

j＝１
Rowi(A 􀱋Il
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)
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n ．

由１Ｇ型矩阵半张量积的定义即得(２)式的右边．定理得证．
由定理１的结论直接可得１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积之间的代数关系．
推论１　给定矩阵Am×n 与向量xp ,且l＝ [n,p],则有
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A×
→

２x＝ n
l

∑
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n

i＝１
Rowi(A×

→

１x)
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下面讨论１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积作用于矩阵与列向量时的代数关系．
定理２　给定矩阵Am×n 与向量xp ,且l＝ [n,p],则有

A×２x＝np
l２

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１x))

⋮

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１x))
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􀱋１l
n×l

p ．

证明　利用２Ｇ型矩阵半张量积的定义,计算可得

　　　A×２x＝ (A 􀱋Jl
n
)(x􀱋Jl

p
)＝np

l２ (A 􀱋１l
n×l

n
)(x􀱋１l

p×l
p
)

　　　　　　　　 ＝np
l２

∑
l
n

i＝１
Rowi(A 􀱋Il

n
)􀱋１l

n

⋮

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

Rowi(A 􀱋Il
n
)􀱋１l

n
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Colj(x􀱋Il

p
)􀱋１Tl

n
)．

经过简单计算,可由上式得

np
l２

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

i＝１

(Rowi(A 􀱋Il
n
)Colj(x􀱋Il

p
))
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∑
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(Rowi(A 􀱋Il
n
)Colj(x􀱋Il

p
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进一步,上式可化简为

np
l２

∑
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i＝１
∑
l
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i＝１
Rowi(Colj((A 􀱋Il

n
)(x􀱋Il

p
)))
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n

i＝(m－１)l
n＋１
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Rowi(Colj((A 􀱋Il

n
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p
)))
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由１Ｇ型矩阵半张量积的定义即得定理２．定理证毕．
２．２　矩阵与矩阵的半张量积

本小节讨论两个矩阵的３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积和１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张

量积之间的关系．
由３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半张量积的定义以及定理１,直接有下面的结论．
定理３　给定矩阵Am×n 与Bp×q ,且l＝ [n,p],则有

A×３B＝ (∑
l
p

i＝１
Coli(A×１B)􀆺 ∑

ql
p

i＝(q－１)l
p＋１

Coli(A×１B)), (３)

A×４B＝ n
l

∑
l
n

i＝１
Rowi(A×

→

１B)

⋮

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

Rowi(A×
→

１B)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

􀱋１l
n

　　　　　 ＝ n
l

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１B)) 􀆺 ∑

l
n

i＝１
∑
ql
p

j＝(q－１)l
p＋１

Rowi(Colj(A×１B))

􀆺 􀆺 􀆺

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１B)) 􀆺 ∑

lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

∑
ql
p

j＝(q－１)l
p＋１

Rowi(Colj(A×１B))

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
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û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

􀱋１l
n ． (４)

由２Ｇ型矩阵半张量积的定义与定理３的结果可得１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型矩阵半张量积之间的代数

关系．
定理４　给定矩阵Am×n 与Bp×q ,且l＝ [n,p],则有

A×２B＝np
l２

∑
l
n

i＝１
∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１B)) 􀆺 ∑

l
n

i＝１
∑
ql
p

j＝(q－１)l
p＋１

Rowi(Colj(A×１B))

􀆺 􀆺 􀆺

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

∑
l
p

j＝１
Rowi(Colj(A×１B)) 􀆺 ∑

lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

∑
ql
p

j＝(q－１)l
p＋１

Rowi(Colj(A×１B))

é

ë

ê
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ú

􀱋１l
n×l

p ．(５)

证明　由２Ｇ型矩阵半张量积的定义得

A×２B＝ p
l

(A×４B)􀱋１Tl
p ＝np

l２

∑
l
n

i＝１
Rowi(A×３B)

⋮

∑
lm
n

i＝(m－１)l
n＋１

Rowi(A×３B)
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ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

􀱋１l
n×l

p ．

由定理３的(３)即得定理４结论．定理证毕．
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２．３　向量与向量的半张量积

本小节讨论两个向量的１Ｇ型 MV矩阵半张量积与２Ｇ型 MV矩阵半张量积和１Ｇ型矩阵半张量积与２Ｇ型

矩阵半张量积之间的关系．
首先讨论两个列向量的几种矩阵半张量积之间的关系．
定理５　给定列向量xn 与yp ,则有

x×
→

１y＝x×１y＝x􀱋y． (６)

x×
→

２y＝x×２y＝ １
p∑

p

i＝１
yi(x􀱋１p)． (７)

证明　(６)式由１Ｇ型 MV矩阵半张量积,１Ｇ型矩阵半张量积以及张量积的定义直接可得．这里只证明

(７)式,

x×２y＝ (x􀱋Jp)y＝ １
p

(x􀱋１p×p)y＝ １
p

((x􀱋１p)􀱋１T
p)y＝ １

p∑
p

i＝１
yi(x􀱋１p)．

定理证毕．
当两个向量为行向量时,我们有下面的结论．
定理６　给定行向量xn 与yp ,则有

x×１y＝y􀱋x． (８)

x×３y＝x×４y＝ ∑
n

i＝１
xiy． (９)

x×２y＝ １
n∑

n

i＝１
xi(y􀱋１T

n)＝ １
n

(x×４y)􀱋１T
n ＝ １

n
(x×３y)􀱋１T

n． (１０)

证明　(８)式由１Ｇ型矩阵半张量积以及张量积的定义直接可得．这里只给出(９)式(１０)式的证明．

(９)x×３y＝x(y􀱋１n)＝ ∑
n

i＝１
xiy．

(１０)由２Ｇ型矩阵半张量积定义,计算可得

　　　　　　　　

x×２y＝x(y􀱋Jn)＝ １
nx(y􀱋１n×n)＝ １

nx((y􀱋１n)􀱋１T
n)

＝ １
n

(x(y􀱋１n)􀱋１T
n)＝ １

n
(x×３y)􀱋１T

n

＝ １
n

(x×４y)􀱋１T
n ＝ １

n
(∑

n

i＝１
xiy)􀱋１T

n．

定理证毕．
本文所讨论的几种矩阵半张量积都是左半张量积[１,１２],相应地,我们也可以定义几种矩阵半张量积的右

半张量积形式[１２]．对于矩阵的右半张量积也有类似的性质,这里不再赘述．

３　结束语

本文分矩阵与矩阵,矩阵与向量,向量与向量三种情形,研究了几种矩阵半张量积的代数关系．同时将

１Ｇ型 MV半张量积与２Ｇ型 MV半张量积推广到矩阵与矩阵的乘积情形,即３Ｇ型矩阵半张量积与４Ｇ型矩阵半

张量积,本文得到的所有结论都可以推广到矩阵的右半张量积的情形．
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Abstract　ThispaperinvestigatesfourkindsofsemiＧtensorproductsofmatrices．ThispaperfirstinＧ
troducesallconceptsoffourkindsofsemiＧtensorproductsofmatrices,whichincludes１ＧtypesemiＧtensor

productofmatrices,２ＧtypesemiＧtensorproductofmatrices,１ＧtypeMVsemiＧtensorproductand２Ｇtype
MVsemiＧtensorproduct．Thetwolatterconceptsareonlyfitfortheproductofamatrixandavector．This

papergeneralizesthemtothecasesoftheproductofmatrices．Furthermore,therelationshipsamongthem
aredeeplydiscussed．

Keywords　semiＧtensorproduct;MVsemiＧtensorproduct;matrixmultiplier;generalizedsemiＧtensor

product
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