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广义变系数 Kawachara方程的等价变换、
精确解和守恒律

常丽娜　刘汉泽

(聊城大学 数学科学学院,山东 聊城２５２０５９)

摘　要　利用改进的CK方法将广义变系数 Kawachara方程约化为常系数 Kawachara方程,得到

等价变换．应用李群分析求出了该方程的李对称和约化方程,并对约化方程求其精确解,进而得到

了变系数 Kawachara方程的精确解．最后给出了该方程的守恒律．
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０　引言

众所周知,许多类似水波、神经脉冲、光孤子和优势基因的传播等物理、生物现象都需要非线性偏微分方

程(NLPDEs)来描述,其中变系数偏微分方程比常系数偏微分方程更具有广泛的应用,因此求解变系数方程

的精确解无论在理论上还是应用上都具有更重要的意义．经过专家们几十年的不断研究,已经有大量的文章

给出了具体有效的方法求非线性微分方程的精确解,例如,G′/G 展开法[１Ｇ３]、Riccati方程法[４]、Jocobi椭圆

函数展开法[５]、exp(－Φ(ξ))扩展方法[６Ｇ９]、广义的tanh展开法[１０]、齐次平衡法[１１Ｇ１３]、经典李群方法[１４,１５]、反
散射法[１６]和CK直接约化方法[１７Ｇ２０]等．

本文我们将研究以下广义变系数 Kawachara方程

ut＋uux ＋α(t)u＋β(t)uxxx ＋γ(t)uxxxxx ＝０, (１)
其中α(t),β(t),γ(t)是t的函数,u＝u(x,t)为未知函数．

Kawachara方程是用于描述粘性流体介质中长波的动力学行为的模型,常出现在具有表面张力的潜水

波理论及等离子磁声波理论．在文献[２１]中作者利用辅助函数法求得修正的 Kawachara方程的精确解;在
文献[２２]中作者利用直接代数法求得 Kawachara方程和修正的 Kawachara方程的行波解．求解 Kawachara方

程的精确解比较困难,尤其是求解广义变系数Kawachara方程(１),所以研究方程(１)的精确解尤其重要．
本文主要由以下几部分组成:在第１部分,利用改进的CK方法将广义变系数方程(１)约化为常系数方

程;在第２部分,运用李群方法得到了非线性方程(２)的对称;在第３部分,对方程进行约化、求精确解[２３,２４];
在第４部分,给出了方程的伴随方程与守恒律[２５,２６];最后在第５部分,对本文做了一个简单的总结．

１　Kawachara方程的等价变换

首先我们将利用改进的CK方法将方程(１)变为常系数方程

ut＋uux ＋au＋buxxx ＋cuxxxxx ＝０, (２)
其中a,b,c均为常数．

假设方程(１)有如下形式的解
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　　 u(x,t)＝A(x,t)＋BU(X,T), (３)

其中X ＝X(x,t),T ＝T(x,t)是待定函数,并且在变换 {u,x,t}→ {U,X,T}下要求U(X,T)满足方程

(２),即

UT ＋UUX ＋aU＋bUXXX ＋cUXXXXX ＝０． (４)

将方程(２)Ｇ(４)代入方程(１),得到关于U 及其偏导数的决定方程组

γ(t)X５
x －cTt ＝０, (５)

β(t)X３
x －bTt ＝０, (６)

BXx －Tt ＝０, (７)

􀆺

At＋AAx ＋α(t)A＋β(t)Axxx ＋γ(t)Axxxxx ＝０． (８)

借助 Maple软件,解决定方程组(５)~(８)

X ＝ (C２x＋C４)e－aT ＋C１x＋C３ ,T ＝T(t), (９)

A ＝
(C２x＋C４)aTte－aT

C１＋C２e－aT ,B＝ Tt

C１＋C２e－aT , (１０)

α(t)＝C１(aT２
t －Ttt)－C２(aT２

t ＋Ttt)e－aT

(C１＋C２e－aT)Tt
, (１１)

β(t)＝ bTt

(C１＋C２e－aT)３,γ(t)＝ cTt

(C１＋C２e－aT)５ , (１２)

其中T(t)为t的任意光滑函数,C１ ,C２ ,C３ ,C４ 为任意常数．
由方程(２)可以得到方程(１)的解

u(x,t)＝
(C２x＋C４)aTte－aT

C１＋C２e－aT ＋ Tt

C１＋C２e－aTU[(C２x＋C４)e－aT ＋C１x＋C３,T(t)]． (１３)

定理１　如果U ＝U(X,T)是方程(４)的解,则

u(x,t)＝A(x,t)＋BU(X,T)

是方程(１)的解,其中A ,B ,X ,T 由(９)式和(１０)式确定．

２　Kawachara方程的对称

首先,我们考虑一个单参数李群的无穷小变换

x→x＋εξ(x,t,u),

t→t＋ετ(x,t,u),

u→u＋εη(x,t,u),

其中ε是无穷小参数．上述变换群的向量场可以表示为

V ＝ξ(x,t,u)∂
∂x＋τ(x,t,u)∂

∂t＋η(x,t,u)∂
∂u

, (１４)

其中ξ(x,t,u),τ(x,t,u),η(x,t,u)为待定函数．如果向量场(１４)是方程(２)的李点对称,则V 需要满足以

下条件

Pr(５)V(Δ)|Δ＝０ ＝０, (１５)

其中Pr(５)V 是V 的五阶延拓．
由(１５)得

ηt＋ηux ＋uηx ＋aη＋bηxxx ＋cηxxxxx ＝０, (１６)

其中系数函数为

ηt ＝Dt(η－ξux －τut)＋ξutx ＋τutt , (１７)

ηx ＝Dx(η－ξux －τut)＋ξuxx ＋τuxt , (１８)
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ηxxx ＝D３
x(η－ξux －τut)＋ξuxxxx ＋τuxxxt , (１９)

ηxxxxx ＝D５
x(η－ξux －τut)＋ξuxxxxxx ＋τuxxxxxt , (２０)

其中Dt ,Dx 为全导算子．将(１７)Ｇ(２０)式代入(１６)式,得到关系ξ(x,t,u),τ(x,t,u),η(x,t,u)的决定方程

组,解决定方程组得

ξ＝r２e－at＋r３ ,τ＝r１ ,η＝－r２ae－at , (２１)

其中ri(i＝１,２,３)为任意常数．同时也得到了方程(１)的相似对称

σ＝ (r２e－at＋r３)ux ＋r１ut－r２ae－at , (２２)

这样就得到了方程(２)的所有向量场

V１ ＝ ∂
∂x

,V２ ＝ ∂
∂t

,V３ ＝e－at ∂
∂x－ae－at ∂

∂u． (２３)

利用Vi(i＝１,２,３)得到方程(２)的单参数群gi(i＝１,２,３)为

g１:(x＋ε,t,u),g２:(x,t＋ε,u),g３:(x＋e－atε,t,u－ae－atε), (２４)

其中ε是参数．
定理２　如果u＝f(x,t)是方程(２)的解,则函数也是

g１(ε)􀅰f(x,t)＝f(x－ε,t),

g２(ε)􀅰f(x,t)＝f(x,t－ε),

g３(ε)􀅰f(x,t)＝f(x－e－atε,t)－ae－atε． (２５)

３　Kawachara方程的约化方程和精确解

在这一节中,我们将利用上文求得的对称对方程(２)进行约化,并且应用定理１来寻找方程的精确解．
情况１　r１ ＝０,r２ ＝０,r３ ≠０时,则σ＝r３ux ,可以得到下面的相似变换

ξ＝t,

方程(１)的群不变解为u＝u(ξ),代入方程(１)中,得到约化后的常微分方程为

f′＋af ＝０, (２６)

从而解得方程(２)的解为

u(x,t)＝Ce－aT , (２７)

其中C为任意常数．由方程(１３)可知方程(１)的解为

u＝
(C２x＋C４)aTte－aT

C１＋C２e－aT ＋ Tt

C１＋C２e－aTCe－at ． (２８)

情况２　V２＋mV１ 时,可以得到下面的相似变换

u＝f(ξ),ξ＝x－mt, (２９)

将(２９)式代入方程(２)得到

－mf′ ＋ff′ ＋af＋bf‴ ＋cf(５)＝０, (３０)

其中f′ ＝df/dξ．假设方程(３０)有以下形式的解

f(ξ)＝ ∑
¥

n＝０
anξn , (３１)

将级数展开解(３１)代入方程(３０),得到

　　　１２０ca５＋c∑
¥

n＝１

(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５)an＋５ξn ＋６ba３

　　　　 ＋b∑
¥

n＝１

(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３ξn ＋aa１＋a∑
¥

n＝１
anξn ＋a０a１

＋∑
¥

n＝１

(∑
n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１)ξn －ma１－m∑
¥

n＝１

(n＋１)an＋１ξn ＝０． (３２)
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当n＝０时得到

a５ ＝ma１－a０a１－aa１－６ba３

１２０c ． (３３)

一般地,当n≥１时得到

an＋５ ＝
m(n＋１)an＋１－∑

n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－aan －b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) , (３４)

其中ai(i＝１,２,３,４)为任意常数,所以方程(３０)的解可以表示为

f(ξ)＝a０＋a１ξ＋a２ξ２＋a３ξ３＋a４ξ４＋a５ξ５＋∑
¥

n＝１
an＋５ξn＋５

＝a０＋a１ξ＋a２ξ２＋a３ξ３＋a４ξ４＋ma１－a０a１－aa１－６ba３

１２０c ξ５

　　　　＋∑
¥

n＝１

m(n＋１)an＋１－∑
n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－aan －b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) ξn＋５ ．

因此,方程(１)的解为

u(x,t)＝
(C２x＋C４)aTte－aT

C１＋C２e－aT ＋ Tt

C１＋C２e－aT [a０＋a１(X－mT)＋a２ (X－mT)２

＋a３ (X－mT)３＋a４ (X－mT)４＋ma１－a０a１－aa１－６ba３

１２０c
(X－mT)５

＋∑
¥

n＝１

m(n＋１)an＋１－∑
n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－aan－b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) (X－mT)n＋５]．

情况３　V２＋V３ 时,可以得到下面的相似变换

u＝f(ξ)－ax ,ξ＝x－e－at/a． (３５)

将其式代入方程(２)中得到

cf(５)＋f′ ＋bf‴ －aξf′ ＝０, (３６)
其中f′ ＝df/dξ．

同样利用上述的方法可以得到

　　　　１２０ca５＋c∑
¥

n＝１

(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５)an＋５ξn ＋６ba３

＋b∑
¥

n＝１

(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３ξn －a∑
¥

n＝１
nanξn (３７)

＋a０a１＋∑
¥

n＝１

[∑
¥

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１]ξn ＝０．

当n＝０时得到

a５ ＝ －(６ba３＋a０a１)
１２０c ． (３８)

一般地,当n≥１时得到

an＋５ ＝
anan －∑

n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) ． (３９)

所以方程(３６)的解为

f(ξ)＝a０＋a１ξ＋a２ξ２＋a３ξ３＋a４ξ４＋a５ξ５＋∑
¥

n＝１
an＋５ξn＋５

＝a０＋a１ξ＋a２ξ２＋a３ξ３＋a４ξ４－
(６ba３＋a０a１)

１２０c ξ５
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　＋∑
¥

n＝１

anan －∑
n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) ξn＋５ ．

因此,方程(１)的解为

u(x,t)＝
(C２x＋C４)aTte－aT

C１＋C２e－aT ＋ Tt

C１＋C２e－aT [a０＋a１(X－e－aT

a
)＋a２ (X－e－aT

a
)
２

＋a３ (X－e－aT

a
)
３

＋a４ (X－e－aT

a
)
４

＋ma１－a０a１－aa１－６ba３

１２０c
(X－e－aT

a
)
５

＋∑
¥

n＝１

anan －∑
n

k＝０

(n－k＋１)akan－k＋１－b(n＋１)(n＋２)(n＋３)an＋３

c(n＋１)(n＋２)(n＋３)(n＋４)(n＋５) (X－e－aT

a
)
n＋５

－aX]．

４　Kawachara方程的伴随方程和守恒律

在这一部分,我们会根据之前所求得的对称来求方程(２)的伴随方程和守恒律．方程(１)的伴随方程为

vt＋uvx ＋av＋bvxxx ＋cvxxxxx ＝０, (４０)

并且Largrangian记作

L＝v(ut＋uux ＋au＋buxxx ＋cuxxxxx), (４１)

利用Ibragimov的结论,守恒向量的公式为

Ci ＝ξiL＋W ∂L
∂uα

i
＋DjDk(∂L

∂uijk
)＋DjDkDmDn(∂L

∂uijkmn
)[ ]＋Dj(W)－Dk(∂L

∂uijk
)－DkDmDn(∂L

∂uijkmn
)[ ]

＋DjDk(W) ∂L
∂ujkm

＋DmDn(∂L
∂uijkmn

)[ ]＋DjDkDm(W)－Dx(∂L
∂uijkmn

)[ ]

＋DjDkDmDn(W) ∂L
∂uijkmn

,i＝１,２,

其中Wα ＝ηα－ξjuα
j ．

根据Ibragimov给出的结论,给出向量场的通式

V ＝ξ(x,t,u)∂
∂x＋τ(x,t,u)∂

∂t＋η(x,t,u)∂
∂u

, (４２)

那么方程(１)的守恒律有下面的式子决定

Dt(C１)＋Dx(C２)＝０, (４３)

则向量场C＝ (C１,C２)由下式决定

C１ ＝ξ１L＋W(∂L
∂ut

), (４４)

C２ ＝ξ２L＋W ∂L
∂ux

＋Dxx(∂L
∂uxxx

)＋Dxxxx(∂L
∂uxxxxx

)[ ]＋Dx(W)－Dx(∂L
∂uxxx

)－Dxxx(∂L
∂uxxxxx

)[ ]

　　　＋Dxx(W) ∂L
∂uxxx

＋Dxx(∂L
∂uxxxxx

)[ ]＋Dxxx(W)－Dx(∂L
∂uxxxxx

)[ ]＋Dxxxxx(W) ∂L
∂uxxxxx

．
(４５)

其中W ＝η－ξ１ut－ξ２ux ．
下面我们将分情况讨论．

情况１　对于向量场V１ ＝ ∂
∂x

,我们可以求得W ＝－ux ,由此,我们可以求得方程(１)的守恒向量场为

C１ ＝－uxv ,

C２ ＝v(ut＋uux ＋au＋buxxx ＋cuxxxxx)－ux(uv＋bvxx ＋cvxxxx)

＋(bvx ＋cvxxx)uxx －uxxx(bv＋cvxx)＋cvxuxxxx －cvuxxxxxx．

情况２　对于向量场V１ ＝ ∂
∂t

,我们可以求得W ＝－ut ,同样地,我们可以求得方程(１)的守恒向量场为
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C１ ＝v(ut＋uux ＋au＋buxxx ＋cuxxxxx)－utv ,C２ ＝－ut(uv＋bvxx ＋cvxxxx)－(bvx ＋cvxxx)uxt

－uxxt(bv＋cvxx)＋cvxuxxxt－cvuxxxxxt．

情况３　对于向量场V３ ＝e－at ∂
∂x－ae－at ∂

∂u
,我们可以求得W ＝－ae－at－e－atux ,同样地,我们可以求

得方程(１)的守恒向量场为

C１ ＝－e－at(a＋ux)v,

C２ ＝－e－atv(ut＋uux ＋au＋buxxx ＋cuxxxxx)＋(－ae－at－e－atux)(uv＋bvxx ＋cvxxxx)

－e－at(－bvx －cvxxx)uxx －e－atuxxx(bv＋cvxx)＋ce－atvxuxxxx －ce－atvuxxxxxx．
以上守恒向量C＝ (C１,C２)包含伴随方程(４０)的任意解v,因此以上守恒向量给出了方程(１)的无穷多

个守恒律．

５　结论

本文利用改进 CK 方法将广义变系数 Kawachara方程约化为常系数 Kawachara方程,得到了等价变

换．然后利用李群分析得到了常系数方程的对称以及约化方程,并利用幂级数展开法求得了常系数方程的精

确解,进而通过等价变换得到了变系数方程的解．虽然求解变系数物理方程比常系数物理方程具有挑战性,

但是变系数方程对物理、数学等方面有更广泛的影响力．最后,我们还给出了 Kawachara方程的伴随方程和

守恒律．
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EquivalentTransformation,ExactSolutionandConservationLawof
GeneralizedKawacharaEquationwithVariableCoefficient

CHANGLiＧna　LIU HanＧze
(SchoolofMathematicalSciences,LiaochengUniversity,Liaocheng２５２０５９,China)

Abstract　Inthispaper,theKawacharaequationwithgeneralizedvariablecoefficientisreducedtothe

KawacharaequationwithconstantcoefficientbytheimprovedCKmethod,andequivalenttransformationis

obtained．ByusingLiegroupanalysis,theLiesymmetricandreductiveequationoftheequationisobtained,

andtheexactsolutionofthereductiveequationisobtained,andthentheexactsolutionoftheKawacharaeＧ

quationwithvariablecoefficientsisobtained．finally,theconservationlawoftheequationisgiven．

Keywords　Kawacharaequationwithgeneralizedvariablecoefficient;equivalenttransformation;symＧ

metryreduction;theexactsolution;conservationlaw
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