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一种新的LＧfuzzy 粗糙集的刻画方法
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摘　要　远域作为分子的邻近结构,在模糊拓扑中起着重要的作用．能否把远域应用到粗糙集理论

中用于刻画近似算子? 我们在这方面进行了有益的尝试,得到了较好的结论．基于远域系统,我们

讨论了串行的、自反的、弱传递的、弱一元的和传递的等性质,得到了很好的结论．
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０　引言

１９８２年,Z．Pawlak提出了粗糙集理论[１,２],用于研究和处理信息系统中的模糊和粒度以及进行数据分

析．随后粗糙集理论得到了迅速的发展,取得了许多有益的成果．众所周知,粗糙集理论在数据的决策与分

析、模式识别、机器学习与知识发现等方面都有很好的应用．研究粗糙集的方法多种多样,覆盖是一种基本的

方法[３Ｇ８]．许多学者用邻域的方法研究粗糙集也有许多好的结论[９Ｇ１６],在模糊拓扑中,邻域和远域都起着非常

重要的作用,利用远域理论在相当广泛的框架下建立了比较完整的 MooreＧSmith收敛理论,那么在粗糙集

理论中用远域理论刻画近似算子就是很自然的事情了．笔者及其合作者利用远域理论刻画了上近似,并得到

了许多好的结论．

１　预备知识

设L是带有逆和对应“′”的完全分配格,X 是非空的集合,LX 是LＧfuzzy集合．LX 中的最大元和最小元

分别记为１X 和０X．设a∈L,a叫做素元,若对L的任意元b,c,当a≥b∧c时,有a≥b或a≥c．设a∈L,

a叫做余素元,若对L的任意元b,c,当a≤b∨c时,有a≤b或a≤c．L中非单位元的素元,记为P(L),L
中非零元的余素元,记为J(L),LX 中非０X 的余素元,记为J(LX)．

定义１[８]　X 上的广义的LＧfuzzy 邻域系统是一个函数FN:X →LLX ,这里 ∀x∈X,FN(x)是非空

的,即 ∨
K∈LX

FN(x)(K)＝１．FN(x)称为x的广义的LＧfuzzy 邻域系统,FN(x)(K)表示K 是x 的邻域的

程度．
定义２[８]　设FN:X →LLX

是一个广义的LＧfuzzy 邻域系统,∀A∈LX ,则其上、下近似算子FN(A)
和FN(A)分别定义为:∀x∈X ,

FN(A)(x)＝ ∧
K∈LX

[FN(x)(K)→N(K,A)],

FN(A)(x)＝ ∨
K∈LX

[FN(x)(K)∗S(K,A)]．
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２　LＧfuzzy 远域系统

在这一节,我们将定义广义的LＧfuzzy 远域系统以及上近似,并分别讨论串行的、自反的、弱传递的、弱

一元的和传递的等性质．
定义３　一个映射FRN:J(LX)→２LX

称为广义的LＧfuzzy 远域系统,如果对任意的xλ ∈J(LX)和K

∈FRN(xλ),K ≠０X ．这里FRN(xλ)称为xλ 的远域系,K ∈FRN(xλ)称为xλ 的远域．

定义４　设FRN:J(LX)→２LX
是广义的LＧfuzzy远域系统,则对任意的A∈LX ,A的上近似定义为:

FRN(A)＝∨ {xλ ∈J(LX)|∀K ∈FRN(xλ),A ≤K}．
下面我们在广义的LＧfuzzy 远域系统下分别定义串行的、自反的、弱一元的、弱传递的和传递的,并讨

论它们的性质．
定义５　设FRN 是广义的LＧfuzzy 远域系统,则
(FRN１)称FRN 是串行的,如果任给xλ ∈J(LX)和K ∈FRN(xλ),K ≠１X ;

(FRN２)称FRN 是自反的,如果任给xλ ∈J(LX)和K ∈FRN(xλ),xλ ∉K ;

(FRN３)称FRN 是弱一元的,如果任给xλ ∈J(LX)和K,V ∈FRN(xλ),存在M ∈FRN(xλ)使得K

∨V ≤M ;

(FRN４)称FRN 是弱传递的,如果任给xλ ∈J(LX)和K ∈FRN(xλ),存在V ∈FRN(xλ)使得对任

意的yλ ∉V 存在Vyλ ∈FRN(yλ)且K ≤Vyλ
;

(FRN５)称FRN 是传递的,任给xλ,yλ,zλ ∈J(LX)和K ∈FRN(yλ),M ∈FRN(zλ),若xλ ∉K 且

yλ ∉M ,则xλ ∉M ．
命题１　设FRN 是广义的LＧfuzzy 远域系统,则
(１)FRN(０X)＝０X ,(２)∀A,B ∈LX 且A ≤B ,则FRN(A)≤FRN(B)．
证明　(１)根据上近似的定义,任给xλ ∈J(LX)和K ∈FRN(xλ),０X ≤K ．这和０X ≤K 矛盾．所以

FRN(０X)＝０X ．
(２)任给xλ ∈FRN(A)和任意K ∈FRN(xλ),则A ≤K ．因为A ≤B ,所以B ≤K ．这表明xλ ∈

FRN(B),因此FRN(A)≤FRN(B)．
命题２　设FRN 是广义的LＧfuzzy 远域系统,则FRN 是串行的当且仅当FRN(１X)＝１X ．
证明　必要性 如果 FRN 是串行的,则对任给xλ ∈J(LX)和 K ∈ FRN(xλ),K ≠１X ．这表明

FRN(１X)＝１X ．

充分性 由FRN(１X)＝１X 知,对任何K ∈FRN(xλ),１X ≤K ,因此任给K ∈FRN(xλ)知K ≠１X ,

所以FRN 是串行的．
命题３　设FRN 是广义的LＧfuzzy远域系统,则FRN 是自反的当且仅当 ∀A∈LX ,A≤FRN(A)．
证明　必要性 如果FRN 是自反的,任给A∈LX 和xλ ∈A ,则任给K ∈FRN(xλ),xλ ∉K ．因此A

≤K ,这表明xλ ∈FRN(A),所以A ≤FRN(A)．

充分性 任给xλ ∈J(LX)和K ∈FRN(xλ),因为K ≤K ,所以xλ ∉FRN(K)．由K ≤FRN(K)知,

xλ ∉K ,这表明FRN 是自反的．

命题４　设FRN 是广义的LＧfuzzy远域系统,则FRN 是弱一元的当且仅当 ∀A,B∈LX ,FRN(A∨
B)＝FRN(A)∨FRN(B)．

证明　必要性　 ∀A,B ∈LX ,因为FRN(A)≤FRN(A ∨B),FRN(B)≤FRN(A ∨B),所以

FRN(A)∨FRN(B)≤FRN(A ∨B)．下面证明FRN(A)∨FRN(B)≥FRN(A ∨B)．

∀xλ ∉FRN(A)∨FRN(B),则xλ ∉FRN(A)且xλ ∉FRN(B),于是存在K,V ∈FRN(xλ)使得

A ≤K ,B ≤V ,因此A ∨B ≤K ∨V ．因为FRN 是弱一元的,所以对于K,V ∈FRN(xλ)存在 M ∈
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FRN(xλ)使得K∨V ≤M ,由此得到A∨B≤M ,因此xλ ∉FRN(A∨B),这表明FRN(A)∨FRN(B)

≥FRN(A ∨B),故FRN(A ∨B)＝FRN(A)∨FRN(B)．
充分性　任给xλ ∈J(LX)和K,V∈FRN(xλ),因为K≤K ,所以xλ ∉FRN(K)．同理,xλ ∉FRN(V)

,因此xλ ∉FRN(K)∨FRN(V)＝FRN(K ∨V),由此知存在 M ∈FRN(xλ)使得K ∨V ≤ M ,所以

FRN 是弱一元的．
命题５　设FRN 是广义的LＧfuzzy 远域系统,则FRN 是弱传递的当且仅当 ∀A ∈LX ,FRN(A)≥

FRN(FRN(A))．
证明　必要性 ∀xλ ∉FRN(A),则存在K∈FRN(xλ)使得A≤K ．由FRN 是弱传递的知,对于K∈

FRN(xλ)存在V ∈FRN(xλ)使得 ∀yλ ∉V ,存在Vyλ ∈FRN(yλ)且K ≤Vyλ
,由此得A≤Vyλ ．由上近

似的定义知yλ ∉FRN(A)且V ≤FRN(A),因此xλ ∉FRN(FRN(A))．故 ∀A ∈LX ,FRN(A)≥

FRN(FRN(A))．
充分性 ∀xλ ∈J(LX),K ∈FRN(xλ),由K ≤K 得xλ ∉FRN(K)≥FRN(FRN(K)),所以存在V

∈FRN(xλ)使得FRN(K)≤V ．因此 ∀yλ ∉V ,则yλ ∉FRN(K),所以存在Vyλ ∈FRN(yλ)使得K ≤
Vyλ ．故FRN 是弱传递的．

命题 ６　 设 FRN 是广义的LＧfuzzy 远域系统,若 FRN 是传递的,则 ∀A ∈ LX ,FRN(A)≥
FRN(FRN(A))．

证明　 ∀xλ ∈FRN(FRN(A)),K ∈FRN(xλ),由上近似的定义知FRN(A)≤K ,于是存在yλ ∈

FRN(A)使得yλ ∉K ．由yλ ∈FRN(A)知,∀M ∈FRN(yλ),A ≤M ,所以存在zλ ∈A 使得zλ ∉M ．

由FRN 是传递的知zλ ∉K 且A≤K ,因此xλ ∈FRN(A)．所以 ∀A∈LX ,FRN(A)≥FRN(FRN(A))．
下面的例子表明这个命题反过来不成立．
例１　设X＝{x,y,z},L＝{０,１},这里模糊点的高度只能是１,即形如x１ ,为了方便我们直接写成x,最小

元“０X ”,实际上就是 ∅ ,于是我们得到 FRN(x)＝ {∅,{y},{z}},FRN(y)＝ {∅,{x,z},{z}},

FRN(z)＝ {∅,{x},{y}},则

FRN(∅)＝ ∅ ＝FRN(FRN(∅)),FRN({x})＝ {x}＝FRN(FRN(x)),

FRN({y})＝ {y}＝FRN(FRN(y)),FRN({z})＝ {z}＝FRN(FRN(z)),

FRN({x,y})＝ {x,y,z}＝FRN(FRN{x,y}),

FRN({x,z})＝ {x,z}＝FRN(FRN{x,z}),

FRN({y,z})＝ {x,y,z}＝FRN(FRN{y,z}),

FRN({x,y,z})＝ {x,y,z}＝FRN(FRN{x,y,z})．
因此,∀A ∈LX ,FRN(A)≥FRN(FRN(A))．因为x∉ {z}∈FRN(y),y∉ {x}∈FRN(z),但

是x∈ {x},所以FRN 不是传递的．

３　近似算子的公理化刻画

定理１　设f:LX →LX 是一算子,则存在一个广义的LＧfuzzy 远域系统FRN 使得f＝FRN 当且仅当

f满足(FT１):f(０X)＝０X ;(FT２):若A ≤B ,则f(A)≤f(B)．
证明　必要性 由命题１易得结论成立．
充分性 设f:LX →LX 是一算子满足(FT１)和(FT２),定义FRNf 如下

∀xλ ∈J(LX),A ∈LX ,A ∈FRNf(xλ)当且仅当存在B ∈LX ,A ≤B 且xλ ∉f(B)．　
由(FT１)得 ∀xλ ∈J(LX),K ∈FRNf(xλ),K ≠０X ,所以FRNf 是一个广义的LＧfuzzy 远域系统．

下面证明FRNf ＝f．显然,只需证明 ∀A ∈LX ,若xλ ∉FRNf(A)当且仅当xλ ∉f(A)．

如果xλ ∉FRNf(A),那么存在B ∈FRNf(xλ)使得A ≤B ,因此A ∈FRNf(xλ)．由FRNf 的定义
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知xλ ∉f(B),再由(FT２)得f(A)≤f(B),所以xλ ∉f(A)．故 ∀A ∈LX ,FRNf(A)≥f(A)．

反过来,若xλ ∉f(A),则A∈FRNf(xλ)．由FRNf(A)的定义得,∀B∈FRNf(xλ),A≤B ．特别

的,取A ＝B ,于是A ≤B ,故xλ ∉FRNf(A),因此FRNf(A)≤f(A)．

定理２　设f:LX →LX 是一算子,则存在一个串行的广义的LＧfuzzy 远域系统FRN 使得f＝FRN 当

且仅当f满足

(FT１):f(０X)＝０X ;(FT２):若A ≤B ,则f(A)≤f(B);(FT３):f(１X)＝１X ．

证明　必要性 设FRN 是一个串行的广义的LＧfuzzy 远域系统,且f＝FRN ,由定义５和命题２知f
＝FRN 满足(FT１),(FT２)和(FT３)．

充分性 设f:LX →LX 是一算子满足(FT１),(FT２)和(FT３),FRNf 的定义如定理１．显然,我们只需证

明(FT３)蕴含串行的条件．事实上,∀xλ ∈J(LX),由f(１X)＝１X 得xλ ∈f(１X),这表明１X ∉FRNf(xλ),

所以FRN 是串行的．
定理３　设f:LX →LX 是一算子,则存在一个自反的广义的LＧfuzzy 远域系统FRN 使得f＝FRN 当

且仅当f满足

(FT１):f(０X)＝０X ;(FT２):若A ≤B ,则f(A)≤f(B);(FT４):∀A ∈LX ,A ≤f(A)．

证明　必要性 设FRN 是一个自反的广义的LＧfuzzy 远域系统,且f＝FRN ,由定义５和命题３知f
＝FRN 满足(FT１),(FT２)和(FT４)．

充分性 设f:LX →LX 是一算子满足(FT１),(FT２)和(FT４),FRNf 的定义如定理１．显然,我们只需证

明(FT４)蕴含自反的条件．事实上,∀xλ ∈J(LX),A∈FRNf(xλ),由FRNf 的定义得,存在B∈LX 使得

A ≤B 且xλ ∉f(B)．由(FT４)知B ≤f(B),于是xλ ∉B ,故xλ ∉A ,所以FRNf 是自反的．

定理４　设f:LX →LX 是一算子,则存在一个弱传递的广义的LＧfuzzy 远域系统FRN 使得f＝FRN
当且仅当f满足

(FT１):f(０X)＝０X ;(FT２):若A ≤B ,则f(A)≤f(B);(FT５):∀A ∈LX ,f(A)≥f(f(A))．

证明　必要性　设FRN 是一个弱传递的广义的LＧfuzzy 远域系统,且f＝FRN ,由定义５和命题５
知f＝FRN 满足(FT１),(FT２)和(FT５)．

充分性 设f:LX →LX 是一算子满足(FT１),(FT２)和(FT５),FRNf 的定义如定理１．显然,我们只需证

明(FT５)蕴含弱传递的条件．∀xλ ∈J(LX),A ∈FRNf(xλ)．∀xλ ∉f(A)＝FRNf(A),由(FT５)得xλ

∉FRNf(FRNf(A)),因此存在B∈FRNf(xλ)使得FRNf(A)≤B ．∀yλ ∉B ,则yλ ∉FRNf(A),所以

存在Vyλ ∈FRNf(yλ)使得A ≤Vyλ ．于是FRNf 是弱传递的．

定理５　设f:LX →LX 是一算子,则存在一个弱一元的广义的LＧfuzzy 远域系统FRN 使得f＝FRN
当且仅当f满足(FT１):f(０X)＝０X ;(FT２):若A≤B ,则f(A)≤f(B);(FT６):∀A,B∈LX ,f(A∨
B)＝f(A)∨f(B)．

证明　必要性 设FRN 是一个弱一元的广义的LＧfuzzy 远域系统,且f＝FRN ,由定义５和命题４知

f＝FRN 满足(FT１),(FT２)和(FT６)．
充分性 设f:LX →LX 是一算子满足(FT１),(FT２)和(FT６),FRNf 的定义如定理１．显然,我们只需证

明(FT６)蕴含弱一元的条件．事实上,∀xλ ∈J(LX),K,V∈FRNf(xλ),由xλ ∉f(K)且xλ ∉f(V)得xλ

∉ (f(K)∨f(V))＝f(K ∨V)．因此存在M ∈FRNf(xλ)使得K ∨V ≤M ．所以FRNf 是弱一元的．

４　结 语

笔者及其合作者基于广义的远域系统定义了上近似算子,并讨论了一些基本概念的性质,这些性质丰富

了粗糙集理论．在分明集中,若a∈X 且A ∪A′＝X ,则a∉A 当且仅当a∈A′．但对于模糊点与模糊集

而言xλ ∉A 与xλ ∈A′一般不等价．因此用远域系统刻画下近似算子遇到了困难,这正是我们下一步要考
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虑的问题．今后我们将用远域系统刻画粗糙集理论中的一些概念,进而讨论它们的性质．我们相信远域系统

和邻域系统一样,在粗糙集理论中得到广泛的应用．
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ANewCharacterizationMethodofLＧfuzzyRoughSets

SUNShouＧbin１　 HUKai２

(１．SchoolofComputerSciencesandTechnology,LiaochengUniversity,Liaocheng２５２０５９,China;

２．SchoolofMathematicalSciences,LiaochengUniversity,Liaocheng２５２０５９,China)

Abstract　Remoteneighborhoodastheadjacentstructureofthemolecule[１],itplaysanimportantrole

infuzzytopology．CanremoteneighborhoodbeappliedtotheroughsettheorytocharacterizetheapproxiＧ

mateoperator? Wehavemadeausefulattemptinthisrespectandcometoagoodconclusion．Basedremote

neighborhoodsystem,wediscussthepropertiesofserial,reflexive,weakＧtransitive,weakＧunaryandtransiＧ

tive．Wehavegotmanygoodconclusions．

Keywords　LＧfuzzyremoteneighborhoodsystem;completelydistributivelattice;upperapproximaＧ

tionoperator;roughset
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