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模糊划分及其模糊粗糙近似算子

姚　卫　陈晓庆
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摘　要　以含幺序半群(不必交换)为取值域,引入一种模糊划分的定义,证明它与模糊等价关系之

间的一一对应性,并以交换单位quantale为取值格研究了这种模糊划分诱导的模糊粗糙近似算子

的基本性质．
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０　引言与预备知识

粗糙集理论由Pawlak于１９８２年提出[１,２],是基于不可分辨关系的一种聚类方法．经过几十年的发展,
粗糙集理论与方法已成功地应用到了过程控制、社会经济、医疗诊断、生物化学、环境科学、心理学和冲突分

析等领域中．
最初的粗糙集的基本结构是等价关系,然而这并不能描述信息系统中的一些粒化问题,于是基于广义关

系的粗糙集模型得到了快速发展．除关系型粗糙集外,覆盖型和邻域型(包括邻域系统和邻域算子)粗糙集也

应运而生．邻域型粗糙集可以看做是覆盖型粗糙集的一种特殊情形,而覆盖型粗糙集可以看做是关系型粗糙

集的扩展,二者都具有明显的粒化思想．
粗糙集和模糊集的交叉结合也是粗糙集理论的一个重要组成部分．在关系型模糊粗糙集模型方面,从模

糊二元关系和赋值格的扩展两方面涌现了大量的研究论文,如:基于单位区间的模糊粗糙集[３Ｇ１２],基于剩余

格的模糊粗糙集[１３Ｇ１６];在覆盖型和邻域型模糊粗糙集模型方面,由于模糊覆盖诱导的不同类型的邻域系统

及其上下近似算子,因此也就诱导了很多不同的粗糙近似算子模型[１７Ｇ２０]．此外,文[２１]提出了具有分析学背

景的度量型粗糙集,研究了这种模型在模糊聚类中的应用．
由于等价关系和划分是两个相互等价的概念,因此二者在研究粗糙集时是等价的．对于模糊情形,通常

的模糊等价关系是利用格值上的三角模对经典等价关系的逻辑扩展,其定义方式较为固定．是否存在与模糊

等价关系一一对应的模糊划分的概念,一直是模糊数学界关注的问题．２００４,Belohavek基于完备剩余格、利
用模糊等同价系引入了一种模糊划分的概念[２２],并证明了模糊等价关系和模糊划分之间一一对应性．在此

之前的模糊粗糙集的相关结构都是建立在模糊覆盖的基础上的,模糊覆盖虽然是划分的一种弱化后的模糊

扩展,但是无论如何它始终无法与模糊等价关系相对应．
本文将以含幺序半群(不必交换)为取值域,引入一种模糊划分的定义,推广Belohavek的相关定义,并

证明它与模糊等价关系的一一对应性,最后以交换单位quantale为取值格研究模糊划分诱导的模糊粗糙近

似算子的基本性质．
下面给出本文所需要的预备知识．
定义１　设L是一个偏序集,∗是L上的一个半群运算,e是L 中关于运算∗的单位元．如果运算∗与

偏序相互协调,即a≤b,c≤d蕴含a∗c≤b∗d(∀a,b,c,d∈L),则称(L,∗,e)是一个含幺序半群．
定义２[２３]　设(L,∗,e)是一个交换的含幺序半群,其中L是完备格,如果运算∗对任意并分配,即a∗
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(∨
i∈I
bi)＝∨

i∈I
a∗bi(∀a∈L,∀{bi|i∈I}⊆L);或等价地,存在蕴含算子→:L×L→L 使得a∗b≤c⇔a≤b→c

(∀a,b,c∈L),则称(L,∗,e)是一个交换的单位quantale．
例１　(１)([０,＋∞),×,１])和([０,＋∞)op,＋,１])都是交换的含幺序半群．
(２)([０,１],×,１)和([０,１],min,１)是交换的单位quantale．
(３)设L＝{０,a,b,１}是一个菱形格,即０＜a,b＜１,a‖b,规定０∗x＝x∗０＝０,a∗x＝x∗a＝x(∀x∈

L),b∗b＝b∗１＝１∗b＝b,１∗１＝１,则(L,∗,a)是一个交换单位的quantale(还是幂等的且严格双侧的)．用

LX 表示集合X 上的LＧ模糊子集(即从X 到L 的映射)的全体[２４]．

１　模糊划分与模糊等价关系的一一对应性

在本节中,我们假定(L,∗,e)是一个交换的含幺序半群．
定义３　设X 是一个非空集,映射R:X×X→L称为X 上的一个模糊等价关系,如果

(R１)自反性:∀x∈X,R(x,x)≥e;
(R２)对称性:∀x,y∈X,R(x,y)＝R(y,x);
(R３)传递性:∀x,y,z∈X,R(x,y)∗R(y,z)≤R(x,z)．
定义４　非空集X 的模糊子集族Φ⊆LX 称为X 上的一个模糊划分,如果

(P１)对于任意的C∈Φ,存在x∈X 使得C(x)≥e;
(P２)对于任意的x∈X,存在C∈Φ使得C(x)≥e;
(P３)对于任意的C１,C２∈Φ和x１,x２∈X,有C１(x１)∗C２(x１)∗C１(x２)≤C２(x２)．
注１　设Φ是非空集X 上的一个模糊划分,则
(P３′)对于任意的C１,C２∈Φ和x１,x２∈X,C１(x１)∗C２(x１)∗C２(x２)≤C１(x２)．
证明　我们只需要交换C１ 和C２ 就完成了(P３)和(P３′)的相互转化．
我们称 (P３)和 (P３′)为“三换一”规则．
命题１　设Φ是非空集X 上的一个模糊划分,则对任意的x∈X 都存在唯一的Cx∈Φ使得Cx(x)≥e．
证明　对任意的x∈X,设有C１,C２∈Φ使得C２(x)≥e和C１(x)≥e．对任意的y∈X,由三换一规则,C１

(y)＝e∗e∗C１(y)≤C１(x)∗C１(x)∗C２(y)≤C２(y)．则C１≤C２．同理,C２≤C１．因此C１＝C２．
在下文中,我们假设R 是非空集X 上的一个模糊等价关系．对于任意的x∈X,定义映射[x]R:X→L 为

[x]R(y)＝R(x,y),称为x在R 下的模糊等价类．
命题２　设R 是非空集X 上的一个模糊等价关系,则ΦR＝{[x]R|x∈X}是一个模糊划分．
证明　显然,[x]R(x)＝R(x,x)≥e,则(P１)和(P２)成立．由R 的对称性和传递性,对于任意的a,b,x,y

∈X 有,[x]R(a)∗[y]R(a)∗[x]R(b)＝R(x,a)∗R(y,a)∗R(x,b)≤R(y,b)＝[y]R(b),从而(P３)成立．因
此ΦR＝{[x]R|∀x∈X}是一个模糊划分．

命题３　设Φ是非空集X 上的一个模糊划分,则对于任意的x,y∈X 都有Cx(y)＝Cy(x)．
证明　由三换一规则,Cx(y)＝Cx(y)∗e∗e≤Cx(y)∗Cy(y)∗Cx(x)≤Cy(x)．同理,Cx(y)≥Cy(x)因

此,Cx(y)＝Cy(x)．
设Φ⊆LX 是一个模糊划分,定义RΦ:X×X→L为RΦ(x,y)＝Cx(y)(∀x,y∈X)．
命题４　设Φ是非空集X 上的一个模糊划分,则RΦ 是一个模糊等价关系．
证明　(R１)由命题１易得．(R２)由命题３易得．
(R３)对于任意的x,y,z∈X,

RΦ(x,y)∗RΦ(y,z)＝Cy(x)∗Cy(z)＝Cy(x)∗e∗Cy(z)≤Cy(x)∗Cx(a)∗Cy(z)≤Cx(z)＝RΦ(x,z)．
因此,RΦ 是一个模糊等价关系．
引理１　设ΦR 是非空集X 上的一个模糊划分,有Cx＝[x]R,其中Cx 为命题１中模糊划分对应的模糊

子集．
证明　对于任意x∈X,有[x]R(x)＝R(x,x)≥e,由命题１中的唯一性可知,Cx＝[x]R．
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引理２　设ΦRΦ
是非空集X 上的一个模糊划分,有Cx＝[x]RΦ

其中Cx 为命题１中模糊划分对应的模糊

子集．
证明　对于任意的y∈X,有[x]RΦ

(y)＝RΦ(x,y)＝Cx(y)．因此,[x]RΦ ＝Cx．
定理１　设R 是非空集X 上的一个模糊等价关系,Φ 是非空集X 上的一个模糊划分,则(１)RΦR ＝R;

(２)ΦRΦ ＝Φ．因此,模糊等价关系和模糊划分之间存在一一对应性．
证明　(１)对于任意的x,y∈X,在ΦR 中,由于[x]R(x)＝R(x,x)≥e,由命题１中的唯一性知CΦRx ＝

Cx,故RΦR
(x,y)＝CΦRx (y)＝Cx(y)＝[x]R(y)＝R(x,y)．因此,CΦR ＝R．

(２)首先,ΦRΦ ＝{[x]RΦ|x∈X}．由引理２,对于任意的x∈X,[x]RΦ ＝Cx．则ΦRΦ ⊆Φ．其次,对于任意的

C∈Φ,存在x∈X 使得C(x)≥e,我们有C＝Cx＝[x]RΦ ．从而ΦRΦ ⊇Φ．因此,ΦRΦ ＝Φ．

２　模糊划分诱导的模糊粗糙近似算子

在本节中,我们研究由模糊划分诱导的粗糙近似算子的性质．虽然由模糊等价关系和模糊划分的等价性

可以知道,模糊划分诱导粗糙近似算子在本质上和模糊等价关系诱导的粗糙近似算子在本质上没有差别,但
是由模糊划分诱导粗糙近似算子有它们独特的性质,这些性质可以应用到覆盖型模糊粗糙集理论的研究中

去．我们假设L是一个交换的单位quantale．设C,A∈LX,令SubX(C,A)＝ ∧
x∈X

(C(x)→A(x)),其取值描述

为C是A 的子集的程度;令MtX(C,A)＝ ∨
x∈X

(C(x)∗A(x)),其取值描述为C和A 有非空的交的程度．

定义５　设X 是一个非空集,Φ是X 上的一个模糊划分．定义两个映射aprR,aprR:LX→LX 分别为

(O１)aprΦ(A)(x)＝ ∧
C∈Φ

(C(x)→SubX(C,A));(O２)aprΦ(A)(x)＝ ∨
C∈Φ

(C(x)∗MtX(C,A)),

称为由模糊划分Φ诱导的上、下粗糙近似算子．有意思地是,这两个粗糙近似算子还有如下描述方式．
定理２　设Φ是非空集X 上的一个模糊划分,则对于任意的A∈LX 和x∈X,有
(O３)aprΦ(A)(x)＝ ∨

C∈Φ
(C(x)∗SubX(C,A));(O４)aprΦ(A)(x)＝ ∧

C∈Φ
(C(x)→MtX(C,A))．

证明　(O３)首先,对于任意的C１,C２∈Φ和y∈X,由三换一规则有C１(x)∗(∧
z∈X

C１(z)→A(z))∗C２

(x)∗C２(y)≤C１(x)∗C２(x)∗C２(y)∗(C１(y)→A(y)≤C１(x)∗(C１(y)→A(y))≤A((y),从而C１(x)∗
(∧
z∈X

C１(z)→A(z))≤(C２(x)∗C２(y))→A(y)．因此,∨
C∈X

C(x)∗(∧
y∈X

C(y)→A(y))≤ ∧
C∈Φ,y∈X

(C(x)∗C(y))

→A(y)．
其次,对于任意的C∈Φ,y∈X,由Cx(x)≥e得 ∧

C∈Φ,y∈X
(C(x)∗C(y))→A(y))≤ ∧

y∈X
(Cx(x)∗Cx(y))→

A(y)≤ ∧
y∈X

Cx(y)→A(y)≤Cx(y)∗ ∧
y∈X

C(y)→A(y)≤ ∨
C∈Φ

C(x)∗(∧
y∈X

C(y)→A(y))．

因此,aprΦ(A)(x)＝ ∧
C∈Φ,y∈X

(C(x)∗C(y))→A(y)＝ ∨
C∈Φ

C(x)∗(∧
y∈X

C(y)→A(y))＝ ∨
C∈Φ

C(x)∗SubX

(C,A)．
(O４)首先,对于任意的C１,C２∈Φ和y∈X,由三换一规则有

C１(x)∗C１(y)∗A(y)∗C２(x)≤C２(y)∗A(y)≤∨
z∈X

C２(z)∗A(z),

从而C１(x)∗C１(y)∗A(y)≤C２(x)→∨
z∈X

C２(z)∗A(z)．故

∧
C∈Φ

C(x)→(∨
y∈X

C(y)∗A(y))≥ ∨
C∈Φ,y∈X

(C(x)∗C(y))∗A(y)．

其次,对于任意的C∈Φ,y∈X,由Cx(x)≥e得,∧
C∈Φ

C(x)→(∨
y∈X

C(y)∗A(y))≤Cx(x)→(∨
y∈X

Cx(y)∗A

(y))≤ ∨
y∈X

Cx(y)∗A(y)≤Cx(x)∗ ∨
y∈X

Cx(y)∗A(y)≤ ∨
C∈Φ

C(x)∗(∨
y∈X

C(y)∗A(y))＝ ∨
C∈Φ,y∈X

(C(x)∗C(y))

∗A(y)．因此,aprΦ(A)(x)＝ ∧
C∈Φ

C(x)→(∨
y∈X

C(y)∗A(y))＝ ∨
C∈Φ,y∈X

(C(x)∗C(y))∗A(y)＝ ∧
C∈Φ

C(x)→MtX

(C,A)．
注２　公式(O１,O３)解释为:x∈aprΦ(A)当且仅当[x]⊆A,当且仅当对于任意的C∈Φ,x∈C 蕴含C⊆

A,当且仅当存在C∈Φ使得x∈C且C⊆A(注意C其实就是[x])．
公式(O２,O４)解释为:x∈aprΦ(A)当且仅当[x]∩A≠⌀,当且仅当存在C∈Φ 使得x∈C 且含C∩A

≠⌀,当且仅当对于任意的C∈Φ,x∈C蕴含C∩A≠⌀(注意C其实就是[x])．
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FuzzyPartitionsandFuzzyRough
ApproximationOperators

YAO Wei　CHENXiaoＧQing
(SchoolofSciences,HebeiUniversityofScienceandTechnology,Shijiazhuang０５００１８,China)

Abstract　Consideringanorderedmonoidasthetruthvaluetable,thispaperintroducesadefinitionof
fuzzypartitions．ItisshownthatthereisaoneＧtoＧonecorrespondencebetweenfuzzypartitionsandfuzzyeＧ
quivalencerelations．Thepropertiesoffuzzyroughapproximationoperatorsinducedbyfuzzypartitionsare
studied．

Keywords　orderedmonoid;fuzzypartition;fuzzyequivalencerelation;fuzzyroughapproximation
operator
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